9 Paskaita. Atsitiktiniy dydziy dispersija

Vienoje gatves puséje gyvena desimt zmoniy, jy vidutinis ménesinis uzdarbis
— 1 tukstantis eury. Kitoje — taip pat desimt Zmoniy, o jy ménesinio uzdarbio
vidurkis tas pats. Atrodo, visiskai vienoda padétis abiejose gatvés puseése. Ta-
¢iau yra dar viena aplinkybé — vienoje gatvés puséje visi gyventojai uzdirba po
1 tukstantj, o kitoje — vienas uzdirba 10000, o kiti devyni i$ viso neturi darbo!
Taigi vienos atsitiktinio dydzio skaitinés charakteristikos — vidurkio dazniau-
siai nepakanka dydzio savybéms apibudinti. Kurio dydzio reikSmés maziausiai,
kurio daugiausiai iSsibarste apie vidurkj? Reikalingas reiksmiy issibarstymo ma-
tas. Kyla naturali mintis — surasti reikémiy nuokrypiy (atstumu) nuo vidutinés
reiksmeés vidurkj. Atstumas yra reiksmés ir vidurkio skirtumo modulis. Modulis
néra labai patogi funkcija, todél vietoje naudojamas skirtumo kvadratas.

Apibrézimas. Tegu & - atsitiktinis dydis, k > 0. Jeigu vidurkiai EE*, E|£|F
egzistuoja, tai juos vadinsime atsitiktinio dydzZio & k-ju ir k-ju absoliucivoju
momentasis.
Diskreciojo atsitiktinio dydzio k-asis momentas reiskiamas eilute

E¢h =) PP =),

o absoliuciai tolydziojo

Eck = / 2*pe (z)dz.
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IS nelygybeés
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ir vidurkio savybiy igplaukia, jog i$ E|¢|* egzistavimo seka ir E|¢|" egzistavimas.
Jei egzistuoja E|£|F, tai su bet kokiu skai¢iumi a egzistuoja vidurkis E|¢ — al*.
I5 tikryjy, $is teiginys isplaukia i nelygybeés [¢ — a|* < (|¢] + |a|)*. Atskliaude
skliaustus desinéje nelygybés puséje, gausime suma, kurios déménys — dydziy
[€]", r < K tiesinis darinys. Kadangi visy siu dydziuy vidurkiai egzistuoja, egzis-
tuoja ir E(|¢] + |a|)¥, tuo paciu ir E|¢ — al*.

Apibrézimas. Tegu atsitiktinio dydZio ¢ k-asis absoliutusis momentas E|£|
egzistuoja (k > 1). Skaicius E(¢—E&)F ir B|¢ —E£|F vadinsime atitinkamai k-ju
centriniu ir k-ju centriniu absoliuciuoju momentais. Antrgji centring momentq
vadinsime dispersija. Dispersijg Zymésime

D¢ = E(¢ - E¢)”.
Dispersija yra atsitiktinio dydzio reikSmiy iSsibarstymo matas. [rodysime keleta
dispersijos savybiy.

Teorema. Tegu &,&1,& yra atsitiktiniai dydziai, turintys antruosius mo-
mentus. Teisingi tokie teiginiai:

1. D¢ = EE? — (E¢)*;



2. D¢ = inf, E|¢ — al?;

3. Dc€ = ?D¢;

4. jei &1,& yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, tai
D[& + &) = D& + Dé&;

5. D¢ =0 tada ir tik tada, kai P(§ = EE) = 1.
Irodymas.

1. paéme abiejy lygybés (¢ — E€)? = €2 — 2¢ - B¢ + (E)? pusiy vidurkius, ir
turédami omeny EE{ = E¢ gausime

E( - E¢)* = E¢* - 2E¢ - B¢ + E(E¢)” = E¢? — (E¢)*

2. lygybéje
(€—a)’ = (E-EE+EE—a)’ = ((~EE)” +2(6 ~EO(EE —a) + (B~ a)®

pereikime prie vidurkiy. Gausime
E(§ —a)? = E(§ — E€)? + 2E(§ — E¢)(E¢ — a) + (B — a)?
— E(¢ — BS)? + (B — a)2.

Suprantama, kad dydzio E(¢ — a)? reikémé maZiausia, kai a = EE, nes
tuomet antrasis démuo lygus 0. Taciau §i maziausioji reikSme ir yra dis-
persija.

3. Dc€ = E(c€ — Ec€)? = ?E(€ — E¢)? = 2DE.
4. kadangi E(§; + &) = E& + Eé, o
E(&1 +&)° = BET + 2E616 + EES,

tai jstate Sias lygybes j 1 dalyje jrodyta formule ir sutvarke israiskas, gau-
sime norima lygybe.

5. Irodysime butinuma, nes pakankamumas yra akivaizdus.

Tegu D¢ = E(€ — E€)? = 0. Jeigu buty P& = Ef) < 1, tai egzistuoty
d > 0, kad P(|¢ — E£| > ¢) > 0. Imkime A = {w : [{(w) — E{| > ¢} ir
pazymékime n = I4. Tada En? > 0 ir |¢ — E¢| > 6n. Todél turéty buti

D¢ = E(¢ — E€)? > 6%En? > 0.
Gavome priestaravima. Teiginys jrodytas.

Isvada. Jei &1,&9,...,&, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, turintys dis-
persijas, tai ju suma taip pat turi dispersija ir

D[¢ +&+...+&] =D& + D& + ...+ DE,.



9.1 Atsitiktiniy dydziy dispersijuy skaiciavimas

Apskaiciuokime ankséiau nagrinéty atsitiktiniy dydziu dispersijas. Jeigu dydis
igyja tik viena reikSme, t.y. yra iSsigimes, tai jo dispersija lygi nuliui. Tegu X
yra Bernulio atsitiktinis dydis, jgyjantis dvi reikSmes:

P(X=1)=p, PX=0)=q, g=1-—p.
EX?’=p, DX =EX?—(EX)?=p—p*=0pq.

Tegu dabar X yra binominis dydis, X ~ B(n,p). Si dydj galime suvokti kaip
sekmiy skaiciy Bernulio schemoje ir isreiksti nepriklausomuy atsitiktiniy dydziy
suma

1, jei i-asis bandymas sékmingas,

X=X+ Xt 4+ Xn, X = { 0, jei i-asis bandymas nesékmingas.

Jau apskaic¢iavome dydziy, jgyjanciy reiksmes 0, 1 dispersija, taigi DX; = pq.
Pasinaudoje nepriklausomy atsitiktiniy dydziy dispersijos savybe gausime

DX =DX; +DXs+...+DX,, = npq.

Tegu dabar X yra Puasono dydis, X ~ P()). Zinome, kad EX = \:
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Jeigu Bernulio schemos bandymus atliksime iki pirmos sékmés, tai atlikty ban-
dymy skai¢ius X bus geometrinis dydis, X ~ G(p). Apskaic¢iavome jo vidurkj

EX = —. Jeigu zinotume EX? reikdme, galétume apskai¢iuoti ir DX. Paban-
p

dykime surasti EX? pasinaudodami tam tikrais samprotavimais. Jeigu pirma-
jame bandyme pasitaikys sekmé (tai jvyksta su tikimybe p), tai X2 = 12 = 1.
Jeigu pirmajame bandyme nesékmé, tai viskas prasideda tarsi iS pradziy ir
X2 = (14+Y)? ¢aY ~ G(p) yra taip pat geometrinis dydis su sekmeés ti-
kimybe p. Taigi

EX?=p - 12+¢-E(1+Y)>

Pazymékime a = EX? = EY? ir atlikime pertvarkymus, pasinaudodami EY =
1

p
2
a=p+qE[1+2Y+Y2]=p+q+2qEY+qEY2=1+;q+qa
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Tegu urnoje yra m balty ir n juody rutuliy, atsitiktinai traukiame u(u <
m + n), rutuliy. Atsitiktinis dydis X — balty rutuliy skaicius tarp iStrauktuju,
turi hipergeometrinj skirstini X ~ H(m,n,u). Jau zinome, kad §io dydzio
vidurkis lygus

EX=u- .
m+n
Vidurkj apskaiciavome isreiske atsitiktini dydj X vienodai pasiskirs¢iusiy atsi-
tiktiniy dydziy X;, Xo,..., X, suma. Sio dydzio dispersijos taip apskai¢iuoti
negalésime, nes dydziai yra priklausomi, dél to dispersijos savybé 4 negalioja.
Hipergeometrinio dydzio dispersija yra lygi

DX — u.- m . n m4+n—u

m+n m—l—n.m—l—n—l'

Tegu X — tolygiai pasiskirstes atsitiktinis dydis X ~ U(a,b). Zinome, kad

b
sio dydzio vidurkis EX = %. Rasime jo dispersija.
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Panagrinékime eksponentinj dydj X ~ £()). Zinome, kad EX = Y Taigi, kad

surastume dispersija, turétume apskaiciuoti

EX?= / 2 px (x)dx :/ ele M dy = —/ 2lde ™ = —gle A go —|—/ 2re M dx
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Apskaic¢iuosime standartinio normaliojo dydzio X ~ N(0, 1) dispersija. Pa-
gal Muavro-Laplaso teorema, i §j dydj, kai n — oo vis labiau darosi "panasus"
atsitiktinis dydis Y,,, susijes su Bernulio schema:
~ Sp—np S, —ES,

V/pq DS, ’

¢ia S, yra sékmiy skaic¢ius Bernulio schemoje, taigi S, ~ B(n,p). Galime tikétis,
kad ir dydzio Y, vidurkis, ir dispersija artéja prie EX bei DX. IS tikruyjy,

Yo




EY, =EX =0, 0
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VDS, - DS,

Taigi DX = 1. Jeigu X ~ N (u,0), tai toki dydj galime iSreiksti standartiniu
normaliuoju dydziu: X = X + pu, éia Xo ~ N(0,1). Taigi

DY, =EY?=E [<

DX = D[0X( + ] = D[0Xo] + D[u] = 0*D[X] + 0 = o>



