7 Paskaita. Absoliuciai tolydziyjy atsitiktiniy
dydziy apzvalga

Diskreciyju atsitiktiniy dydziy pasiskirstymo funkcijy grafikai turi trukiy.
Jei X yra diskretusis atsitiktinis dydis, o a yra jo reikémé, P(X = a) = p, tai
taske x = a pasiskirstymo funkcija Fx (z) turés trukj, kurio dydis yra p, t. y.

Fzx+e)—F(x—¢) = p,e—0,e>0.

Jeigu atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija yra visuose taskuose tolydi,
tai tokj atsitiktinj dydj vadinsime tolydziuoju. Tolydziyjy atsitiktiniy dydziy
pavyzdziai — tolygusis, eksponentinis, normalusis.

Pavyzdys. Tolygusis atsitiktinis dydis

Tarkime, atsitiktinio dydzio & reikSmeé — atsitiktinai parinktas intervalo [a, b], a <
b, skaicius. Jeigu visi skaiciai turi vienodas galimybes buti parinkti, tai pasi-
skirstymo funkcija surasime pasinaudoje geometriniu tikimybiy apibrézimu

0, jeixz < a,
T—a

Fe(x) = T jela <z <b,
1, jei x >b.

Kai z # a,b pasiskirstymo funkcija turi iSvesting. Kai = ¢ [a, ], tai FE/ (z) =0,
kai z € [a, 0], tai F{(z) =1/(b— a).

Apibrézimas. Sakysime, kad atsitiktinis dydis yra tolygiai pasiskirstes in-
tervale [a,b], jei jis turi tanks
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1 pav.: Tolygiojo skirstinio pasiskirstymo ir tankio funkcijos.

Pavyzdys. Eksponentinis atsitiktinis dydis
Radzio atomas skyla, virsdamas radono atomu ir iSspinduliuodamas alfa
dalele:
Ra — Rn + «.



Tarkime ¢ yra laikotarpis nuo atomo stebéjimo pradzios iki skilimo momento.
Tuomet atsitiktinio dydzio £ pasiskirstymo funkcijos reiksmeé taske x parodo
tikimybe, kad atomas skils per laikotarpj x:

|0, jei xz <0,
Fe(w) = { l—e  jeiz>0,

¢ia A > 0 — parametras, priklausantis nuo fiziniy radzio savybiy. Tikimybe, kad
atomas nesuskils per laikotarpj z yra G(x) = e~**. Eksponentinio atsitiktinio
dydzio tankis:

0, jei z <0,
pe(w) = { Ae M el x>0,

Eksponentinj atsitiktinj dydj zymésime X ~ E(\). Tegu atsitiktinis dydis X
reiskia laiko intervaly tarp tam tikry jvykiy ilgj, X ~ £(X). Tuomet atsitikti-
nis dydis Y, kuris reiskia jvykiu skai¢iy per laikotarpj (per laiko vieneta), turi
Puasono skirstinj su tuo pa¢iu parametru A: Y ~ P(A).
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2 pav.: Eksponentinio skirstinio pasiskirstymo ir tankio funkcijos.

Pavyzdys. Atsitiktinis dydis X yra pasiskirstes pagal eksponentinj désnj
X ~ £(2). Raskite atsitiktinio dydzio Y = X? pasiskirstymo funkcija ir tankj.
Fy(z)=P(X?<z)=P(X < z)=1—e"2V" kaiz > 0.
6_2\/5
py(x) = Fy () = —=
Pavyzdys. Pareto atsitiktinis dydis
Mazdaug pries simta mety ekonomistas Vilfredas Pareto nustate, kad pa-
rinkus tam tikrus skaicius C' > 0,a > 0 gyventojy, kuriy metinés pajamos ne
mazesnés kaip x, dalj galima gana tiksliai vertinti dydziu C/z®. Tikimybiy
teorijos kalba tai reiksty stai ka: jeigu X yra atsitiktinai parinkto gyventojo
pajamas reiskiantis dydis, tai P(X > x) ~ —, kai x > mo, ¢ia zg — tam tikras
x
fiksuotas skaic¢ius. Kad buty paprasciau, tarkime, kad C' = 1, g = 1 ir rasykime
tikslias lygybes. Taigi
1 1
PX>r)=— Fx(z)=1-P(X>z)=1- —

x x



Akivaizdu, kad dydis turi tankj, kai z > 1: px(z) = /2.
Apibrézimas. Jei atsitiktinis dydis X turi tankg

{ 0, jetx <1,
@

px(z) = jei x> 1,

cia o > 0, tai X vadinsime Pareto atsitiktiniu dydziu.

O dabar susipazinsime su kone pacia svarbiausia tolydziyju atsitiktiniy dy-
dziy Seima. Nagrinékime Bernulio schema, tegu p — sékmés tikimybé viename
bandyme, o n — bandymy skaicius. Tegu bandymuy skaicius n vis didéja. Tei-
singa tokia teorema.

Teorema. Muavro-Laplaso integraliné teorema. Tegu sékmés tikimybé Ber-
nulio schemoje lygi p, o &, — sékmiy skaicius po n bandymy. Tada bet kokiam

x
_ 1 T
P w:m<x —)—/ e_t2/2dt,n—>oo.
np(1 — p) V21 J oo
Sioje teoremoje pasirodo labai svarbus tikimybiy teorijoje skirstinys.

Apibrézimas. Jei atsitiktinis dydis X turi tankg

1 .
pX(;p) = \/ﬁe /2

tai sakysime, kad jis pasiskirstes pagal standarting normalyji désnj. Rasysime

X ~ N(0,1).

Sio teiginio esmé tokia: kai n didelis, tai dydis

,—oo < <00,

§n(w) —np

np(1l —p)
standartiniu normaliuoju atsitiktiniu dydziu, kurio pasiskirstymo funkcija yra

1 x
P(x) = E/ e /2t

Tegu X yra standartinis normalusis dydis, o ¢ > 0 ir p — realieji skaiciai.
Sudarykime nauja atsitiktinj dydj ¥ = ¢ X + p. Rasime jo pasiskirstymo funk-
cija.

supanaséja su

_ 1 v
Fy(u) :P(0X+u <u) =P (X < %) :Fx(’l}) _ E/ﬁmeiﬁﬂdl"

u—p

Cia v =

g
Paskutinj integrala kintamojo keitimu galime pertvarkyti taip:

1 w 2 2
_ —(e—p)?/20
Fx(v) — /_ K dz.

I$ gautosios lygybés isplaukia, kad atsitiktinio dydzio Y tankis yra
()= =
py(x) =
V2ro?

o (@—)?/20




Apibrézimas. Atsitikting dydy X, kurio tankis yra
S

px(x) =
(=) V2ro?
vadinsime normalivoju dydZiu, Zymésime X ~ N (u, o).

Taigi normalieji atsitiktiniai dydziai sudaro didele Seima. Standartinis nor-
malusis dydis — tik vienas i$ Sios Seimos atstovy. Nustatéme, kad tiesiskai
transformuojant dydj X ~ A(0,1) gautasis dydis Y = ¢X + pu yra normalu-

sis. Jei Y ~ N(u,0), tai panasiai galime jsitikinti, kad dydis X = yra
standartinis normalusis. Standartinio normaliojo tankio grafikas yra simetris-
kas tieses x = 0 atzvilgiu. Jeigu p fiksuosime, o ¢ mazinsime, tankio kreivé

darysis statesné, jeigu o didinsime — kreivé lékstés (7r. pav. 3).
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3 pav.: Normaliojo skirstinio tankio funkcijy priklausomybé nuo parametro o.

Normalyjj skirstinj apibrésime ir daugiamaciu atveju.

Apibrézimas. Sakysime, kad atsitiktinio vektoriaus £ : Q0 — R™ skirstinys
yra standartinis normalusis, jei & yra absoliuciai tolydusis atsitiktinis vektorius,
turintis tankj

pg(xl,xg,...,xn):(in/zexp{ Zxk}

Skirtumas ®(b) — ®(a) turi paprasta geometring prasme — jis lygus plotui
po tankio funkcijos p(x) grafiku, kurj riboja tieses y = 0,2 = a,x = b, Zr.
pav. 4. Savo ruoztu ®(v) reiksme lygi plotui po siuo grafiku j kaire nuo tiesés
x = v. Visas plotas po grafiku virs tiesés y = 0 lygus 1. Kadangi funkcija
p(x) yra lyginé, tai jos grafikas yra simetriskas tiesés @ = 0 atzvilgiu, todeél
®(0) = 1/2. Is Sios simetrijos iSplaukia, kad plotas po grafiku j kaire nuo tiesés
x = —v(v > 0) yra lygus plotui po grafiku i deSine nuo tieses x = v. Taigi

B(—v) = 1 — B(v). (1)



IS (1) matyti, kad pakanka mokéti rasti reikSmes, kai v teigiamas. Funkcija ®(v)
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4 pav.: Standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo ir tankio funkcijos.

yra labai svarbi tikimybiy teorijoje, todél gerai iStyrinéta. Tikimybiy teorijos
knygose galite rasti jos reiksmiy lenteles, jos reikSmiy skaiciavimo komandas
rasite bet kurioje kompiuterinéje skaiciuokléje, turincioje statistiniy funkcijy
rinkinj (pav. Excelyje ar OpenOffce skaiciuokléje).

Muavro-Laplaso teorema apytiksliams skai¢iavimams taikoma taip. Jei ban-
dymy skaic¢ius n yra didelis, galime naudotis lygybémis

Sp —np )
P22 ) ~ (),
(\/npq ()

Sp —np )
P22 5 ) 21— d(a),
(x/n—pq - (@)

P(ag S%/sz <b> ~ ®(b) — ®(a).

7.1 Ribinés teoremos Bernulio schemoje 11

Pavyzdys. Dideli lasai, smulkus tinklas

Isivaizduokime kad laseliai yra rutuliuko su spinduliu » = 0,5 cm formos,
laseliy yra n = 10000, o tinkla sudaro 10cm x 10cm dydzio kvadratéliai. Dabar
subyrés daug laseliy. Kokia tikimybé, kad subyréjusiy laseliy skaic¢ius bus tarp
1900 ir 20007 Vél pazyméje raidémis p, g vieno laselio subyréjimo ir nesubyreéji-
mo tikimybes gausime

(10 — 2r)2

o7 =0,92=0,81, p=1-¢=0,19.

q:

Naudotis Bernulio formule siuo atveju dar nepatogiau:

1999
P(1900 < S, <2000) = Y Crp™g" "
n=1900



dar nepatogiau. Taigi turétume apskaiciuoti net 200 démeny! Pasinaudosime
Muavro - Laplaso teorema. Kadangi np = 1900, /npq ~ 39, 23,

1900 — 1 W — 2000 — 1
P(1900§Sn<2000)zP<900 900 _ S —np _ 2000 9oo>

39.23 = vipa © 39.23
Sn —np
=P(0< 22— <2549 ) ~0,9936 — 0,5 = 0, 4936.
Vv 1pq

Muavro - Laplaso teorema yra atskiras centrinés ribinés teoremos atvejis. Si
teorema — tikra tikimybiy teorijos virsukalné.

Kuo panasus ir kuo skiriasi abu pavyzdziai? Panasus visy pirma tuo, kad
bandymy skaicius abiem atvejais didelis. O skiriasi sékmés tikimybeés reikSme-
mis. Pirmajame pavyzdyje bandymy daug, o sékmeés tikimybé maza. Antrajame
—bandymy daug, bet sékmés tikimybé néra maza. Kai bandymy daug, skaic¢iuo-
jant Bernulio schemos tikimybes, galima pasinaudoti apytikslémis formulémis,
kurias pateikia ribinés teoremos — teiginiai apie tikimybiy elgesj, kai bandymuy
skaicius didéja.

Pavyzdys. Keleivis zygiuoja keliu taip: pries zengdamas meta moneta,
jeigu atvirsta herbas — zengia zingsnj j deSine, jeigu skaic¢ius — j kaire. Moneta
atvirsta herbu su tikimybe p= 0,55. Kokia tikimybé, kad Zenges n = 100
zingsniy jis atsidurs toliau nei uz penkiy zingsniy j desine nuo kelionés pradzios
tasko? Kokia tikimybe, kad zenges n = 100 zingsniy jis atsidurs toliau nei uz
penkiy zingsniy j kaire nuo kelionés pradzios tasko? Kokia tikimybeé, kad jis
nuo pradzios tasko bus nutoles ne daugiau kaip per tris zingsnius?

1. Herbas turi atvirsti dazniau nei skaicius bent 5 metimais, t.y. herbo
atvirtimy skaicius X turi buti didesnis nei 53.

53 — 100 - 0,55
/100 - 0,55 -0.45
2. Herbas turi atvirsti maziau nei skaicius bent 5 metimais, t.y. herbo atvirtimy
skaic¢ius X turi buti mazesnis nei 47.

47 —100- 0,55
v/100-0,55- 0,45

3. Herbo ir skaiciaus atvirtimy skaiciaus skirtumas turi buti ne didesnis uz 3,
t.y. herbas atvirs nuo 49 iki 51 karto

P(X >53) = 1-9( ) = 1-®(—0,4) = 1—(1—-®(0,4)) ~ 0, 655.

P(X < 47) = ®( ) = ®(—1,61) =~ 0, 054.

52 — 55 49 — 55
—®

4,98 )~ & 4,98

~ 0,885 — 0,276 = 0, 159.

P(49 < X < 52) = &(

) = &(—0,6) — B(—1,2) = B(1,2) — (0, 6)



