2 Paskaita. Tikimybiy teorijos aksiomos.

2.1 Aibiy algebros ir c—algebros

Jau zinome, kad norédami apibrézti tikimybe, turime apibrézti tikimybine erd-
ve, t.y. trejeta (2, A, P). Iki Siol nagrinéjome bandymus su vienodai galimo-
mis baigtimis — klasikinj ir geometrinj modelius. Taciau nagrinéjant sudétingus
praktikos uzdavinius, pasirodé, kad nevisuomet pasiseka sukonstruoti tokj sta-
tistinio eksperimento modelj, kuriame galime apibrézti tikimybes P(A) visiems
elementariyjy jvykiy erdvés € poaibiams A € Q. Todél daznai tenka pasirinkti
tam tikra aibés Q poaibiy poklasj A ir tik aibéms A € A, kurios yra Sio poklasio
nariai, apibréziame tikimybes P(A). Tam kad trejetas (2, A, P) galéty vadintis
tikimybine erdve, aibiy poklasiui A turi priklausyti bet kuriy jam priklausan-
&ju aibiy A ir B sajunga, sankirta ir priesingas jvykis A U B, AN B, A. Aibiy
rinkinius, kurie tenkina Sias salygas vadiname aibiy algebromis.

Apibrézimas. Tegu Q) yra netuscia aibé. Jos poaibiy sistemqg A vadinsime
o-algebra, jei tenkinamos sios sqlygos:

1. Qe A;
2. jei A€ A, taiir A € A;
3. jei Aj € Ayi =1,2,..., tai UX, A; € A.

Pati "skurdziausia" o—algebra turi tik 2 elementus A, = {0,Q}. Padiai
"turtingiausiai" priklauso visi aibés Q poaibiai A* = P(Q). Aisku, kad § € A
teisinga bet kuriai o—algebrai. Jei poaibiuy sistema A tenkina pirmasias dvi
apibrézimo savybes, o trecigja tenkina tik su baigtiniu aibiy skai¢iumi, tai A
vadinama aibiy algebra. Bet kokia aibiy o—algebra yra tuo paciu ir algebra.
Bet kokia baigtiné algebra yra tuo paciu ir c—algebra.

Teorema. Tegu A yra aibés ) o-algebra. Teisingi tokie teiginiai:

1. jei A; € A,i € I yra baigtiné arba skaiti aibiy i§ A Seima, tai N;cr A; € A;
2. jei A,Be€ A, tai A\Bec A Cia A\ B=ANB.

Pavyzdys. Aibiy o—algebra sudaro poaibiy junginys A = {0, A, A, Q}.

Pavyzdys. Tegu Q = {1,2,3,4,5}. Be to, norime, kad o—algebrai pri-
klausytu jvykiai A; = {1,2,3}, A2 = {3,4,5}. Kaip sudaryti jvykiy o—algebra?
Reikia papildyti rinkinj iki maziausios o—algebros, kuriai priklauso Sie jvykiai,
t.y. papildomai jtraukti jvykius 0, Q, jvykiy A; papildinius A;, jvykiy sajungas,
sankirtas ir jy papildinius:

A=1{0,{1,2,3},{3,4,5},{3},{4,5},{1,2},{1,2,4,5},Q}

Kyla klausimas: ar visada galime jvykiy sistema papildyti iki c—algebros?
Atsakymas yra — visada.



Apibrézimas. Tegu S yra netuscios aibés € poaibiy sistema. Jei o—algebra
A tenkina sqlyge S C A ir su bet kuria kita o—algebra A, S C A’, teisinga A C
A, tai o—algebra A vadinama o—algebra, generuota S ir Zymima A = o(S). A
yra maziausia o—algebra, kuriai priklauso aibiy sistema S.

Teorema. Bet kuriai poaibiy sistemai S o(S) egzistuoja.

Dabar, kai mes turime aibe Q ir jos poaibiu o—algebra o(A), liko jvesti
tikimybinj mata, tuomet galésime skaiciuoti (matuoti) tikimybes. Apibrésime
mata tikimybéms skaic¢iuoti.

Apibrézimas. Tegu A yra netuscios aibés ) poaibiy o—algebra. Funkcijg
P : A —|0,1] vadinsime tikimybiniu matu arba tiesiog tikimybe, jei

e P(Q)=1;
o jei Ay e ALANA =0(,7=1,2,...,1 # j), tai

P(UZ,4;) = ZP(Ai)-

Antroji salyga vadinama o—adityvumo salyga. Si salyga reikalauja, kad
tarpusavyje nesutaikomy jvykiy sajungos tikimybé buty lygi jvykiuy tikimybiy
sumai, kai jvykiy skaicius baigtinis arba begalinis. Jei $i salyga galioja tik
baigtiniam aibiy skaic¢iui, ji vadinama adityvumo salyga.

Apibrézimas. Trejetg (2, A, P), ¢ia Q — netuscia aibé, A yra aibés Q
poaibiy o—algebra, P — tikimybinis matas, vadinsime tikimybine erdve.

Pavyzdys. Borelio oc—algebra yra svarbus o —algebry pavyzdys. Tegu S yra
realiyjy skaiciy aibés R intervaly [a,b) sistema. Tada o(S) vadinama Borelio
o—algebra. Borelio o—algebra B yra labai svarbi aibiy klasé. Jai priklauso
visi atviri, uzdari ar pusiau atviri intervalai, bet kokie skaitus ju junginiai ir
sankirtos. Realiyjy skaiCiy aibés poaibius, kurie priklauso Borelio o—algebrali,
vadinsime tiesiog Borelio aibémis. Aibé, sudaryta i$ vieno tasko taip pat yra
Borelio aibé, nes ji gali buti uzrasyta, kaip skaicios intervaly sistemos sankirta

{a} =N [a,a+ 1/n).

Taigi baigtinés skaiciy aibés, racionaliyjy, irracionaliyjy skaiciy aibés yra Bore-
lio aibés. Borelio aibiy sistema yra labai plati. Jai priklauso ne tik visi intervalai,
bet ir visos atviros, visos uzdaros ir dar sudétingesnés aibés. Borelio aibiy rin-
kinys B nesutampa su pacia didziausia R poaibiy o—algebra, kuri yra sudaryta
i§ visy R poaibiy.

Pavyzdys. Metame losimo kauliuka, kurio sienelés su lyginiu akuciu skai-
¢iumi nuspalvintos baltai, o likusios juodai. Elementariyjuy jvykiy aibé 2 =
{w1,wa, ws, wa, ws, we }. Kadangi visos sienelés turi vienodus Sansus atsiversti,
tai elementariesiems jvykiams priskiriame vienodas tikimybes: P(w;) = 1/6,i =
1,2,...,6.

1 eksperimentas. Registruojame iskritusiy akuciy skai¢iy. Sj karta visi ele-
mentarieji jvykiai svarbus. Todél pirmo eksperimento jvykiy o—algebra A;
sudaro visi ) poaibiai. Eksperimento modelis yra tikimybiné erdve (€2, Ay, P).



2 eksperimentas. Registruojame iskritusios sienelés spalva. Sj karta mums
svarbu ar iSkrito balta spalva (akuéiuy skai¢ius lyginis) ar juoda (akuéiy skaicius
nelyginis). Todél antro eksperimento jvykiams aprasyti pakanka o—algebros
Ao = {0, {w1, w3, w5}, {wa, wy, ws}, 2} Eksperimento modelis yra tikimybiné
erdve (2, Ay, P).

Pavyzdys. Turime baigtine aibe Q = {w,...,w,}. Nagrinékime aibiy
rinkinj A, sudaryta i$ visy poaibiy, ir tikimybinj mata P, kuris aibei A C Q

priskiria tikimybe P(A) proporcinga tos aibés elementy skaiciui. IS salygos

P(A) = 1 isplaukia lygybé P(w;) = 1/n visiems i¢. Todél P(A) = % =
|—:|. Tokj tikimybinj mata vadiname tolygiuoju, nes visy elementariyju jvykiy
tikimybés P(w;) = 1/n yra vienodos.

Pavyzdys. Skaiciai elementariuju jvykiu aibei Q = {wy,ws, ...} tolygiojo
tikimybinio mato apibrézti negalime (jei taip buty, tai turétume P(w;) = p
visiems i ir todél gautume P(Q) = >~°°, P(w;) = co. Todél pasirenkame nenei-
giamy skaiciy seka {p;}, tenkinanciag y .o, p; = 1 ir apibréziame P(w;) = p;.
Tuomet bet kuriai aibei A C 2 galime apibrézti tikimybe P(A) = > .. 4 pi-
Siuo atveju galime nagrinéti tikimybine erdve (€2, A, P), kur A yra sudaryta i$
visy €2 poaibiy.

Du svarbus tikimybiy rinkiniy pavyzdziai:

n

1. Rinkinys {p, = e Mn =0,1,2,...}, kar A > 0 yra fiksuotas para-

n!
metras, apibrézia tikimybinj mata, kurj vadiname Puasono matu, zymime
P(A);

2. Rinkinys {p, = p(1 —p)*,n = 0,1,2,...}, kur p € (0,1) yra fiksuotas
parametras, apibrézia tikimybinj mata, vadinama geometriniu matu.

2.2 Tikimybinio mato savybés

Nagrinésime tikimybine erdve (Q, A, P). Laikysime, kad visi jvykiai priklauso
o—algebrai A.
Teorema. Teisingi tokie teiginiai:

1. P(0) =0;

2. lygybé P(Uicr Ai) = > ,c; P(As) teisinga bet kokiai baigtinei arba skaiciai
nesutatkomy juykiy sistemai A;,i € I;
3. P(A\ B) = P(A) — P(AN B); atskiru atveju P(A) =1 — P(A);
4. P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).
Irodymas. 1. teiginys iSplaukia i mato savybiy ir aibiy lygybiy QU 0 =
Q, QN0 = 0. Imkime be galo daug aibiy (:

P(Q)=PQUOUD...)=P(Q)+ P®)+ P0) +...= P(0) = 0;



2. Jei I yra skaiti aibé, nieko naujo netvirtiname. Jei I yra baigtiné, papildome
ja tusciomis aibémis iki skaic¢ios jvykiy Seimos ir pasinaudokime o—adityvumo
savybe ir lygybe P(0)) = 0;

3. Ivykiai A\ B ir AN B yra nesutaikomi, jy sajunga lygi A. Taigi

P(A) = P(A\ B) + P(AN B),
is cia isplaukia tvirtinimas 3.;
4. Tvykiai A\ B ir B yra nesutaikomi, ju sajunga lygi A U B. Taigi pakanka
pritaikyti 2. ir 3. dalis:

P(AUB) = P(A\ B) + P(B) = P(A) — P(AN B) + P(B).

2.3 Tikimybés monotoniskumas

Matematikoje kertinj vaidmenj vaidina funkcijos tolydumo savoka. Kadangi ti-
kimybinis matas P taip pat yra atvaizdis (aibéms priskiriantis skaicius), tai
yra prasminga nagrinéti jo tolyduma. Yra keletas budy apibrézti mato tolydu-
ma. Cia nagrinéjamos tolydumo savokos yra labai tampriai susietos su mato
o—adityvumo savybe. [rodysime dvi teoremas apie "didéjanciy" ir "mazéjanciy'
ivykiy tikimybes.

Teorema. Tegu jvykiai A,,n =1,2,... monotoniskai didéja:

A C Ay C ...,A:U;:O:lAn.
Tada P(A,) — P(A), kai n — oo.
Irodymas. [vykiai B,, = A,, N A,,_1 yra nesutaikomi; ¢ia Ag = ). Be to,
A, =Uy,_1Bn, A=U, _Bpn.

Pritaike o—adityvumo savybe, gausime

n—roo

P(A) = iP(Bi) - nangozn:P(Bi) = lim P(A,).

Analogiska teotema teisinga ir mazéjanciy jvykiu sekai.
Teorema. Tegu juykiai A,,n =1,2,... monotoniskai mazéja:

AleQD...,A:ﬂ?LozlAn.

Tada P(A,) — P(A), kai n — oo.
Irodymas. Priesingy jvykiy seka yra didéjanti A; € Ay . ...

© A, =N2 A4, = A

n=1

Cia rémémeés De Morgano désniais, siejanciais aibiy papildinius bei sajungos ir
sankirtos veiksmus. Pagal ka tik jrodyta teorema

P(A,)=1-P(A,) = P(A) =1— P(A).
Tai ekvivalentu teoremos tvirtinimui. IS ka tik jrodyty teoremy iSplaukia, kad
tikimybinis matas P yra tolydusis i$ "apacios" ir i§ "virsaus'.



2.4 Idéties — paSalinimo (récio) principas

Tikimybiy uzdaviniuose kartais tenka skaiciuoti jvykiu Ay, Aa, ..., A, sajungos

tikimybe, t.y. tikimybe, kad jvyks bent vienas i$ jvykiy Ay, Aa,..., A,. Jei

ivykiai yra nesutaikomi, t.y. A; N Aj;,7 # j, tai sajungos tikimybé lygi
P(A1UA3U...UA,) = P(A1) + P(As) + ...+ P(A,).

Jei jvykiai néra nesutaikomi, si lygybé gali buti ir neteisinga. Ja reikia koreguoti.
Pvz., jau zinome, kad kai turime tik du jvykius,

P(Al UAQ) :P(A1)+P(A2) —P(Al ﬂAg). (1)
Didesnio jvykiy skaiciaus sajungos tikimybei skaic¢iuoti naudojame récio formule.
Teorema. Bet kokiems jvykiams A;,i = 1,2,...,n teisinga lygybé
P(AJUAy UAy.. UA,) =Y (-1)"7'S,, (2)
r=1
cia
S,= > P(A,N..NA,).

1<in<...<ir<n
Kai n = 2, (2) sutampa su (1). Kai n = 3, (2) atrodys taip:
P(Al U AU A3) ZP(Al) + P(Ag) + P(Ag) — P(Al n AQ)
— P(A1 N A3) — P(A2N A3) + P(A1 N A N A3).
Pavyzdys. I$ 100 studenty, esanciy auditorijoje 50 moka angly kalba, 40
moka prancuzy, 35 moka vokie¢iy kalba. Angly ir prancuzy kalbas moka 20
studenty, angly ir vokie¢iy — 8, prancuzy ir vokiec¢iy — 10. Visas tris kalbas
moka 5 studentai. Vienas is studenty iséjo is auditorijos. Apskaiciuokite jvykiy
tikimybes:
A = {i8éjes studentas moka angly arba prancuzy kalba}.
B = {iséjes studentas nemoka ne vienos uzsienio kalbos}.
Sprendimas. Pazymékime jvykius:
1. A = {is¢jes studentas moka angly kalba}.
2. Ap = {iséjes studentas moka prancuzy kalba}.

3. Ay = {is¢jes studentas moka vokieciy kalba}.
Kadangi A = A4 U Ap, pasinaudosime tikimybiy sudeties formule (1):
P(A)=P(AsUAp) = P(Aa)+ P(Ap)— P(AaNAp)=0,54+0,4—0,2=0,7.
Pagal De Morgano désnj, B = AsNApnNAy = AsUAp U Ay, tikimybés
skai¢iavimui pasinaudosime récio formule (2):
P(B) = P@iUApUAy)=1-P(AsUApUAy)=1— (P(As)+ P(Ap) + P(Av)
—P(AaNAp)—P(AaNAy)—P(ApNAy)+ P(AaNApNAy))
1-(0,5+0,4+0,35—-0,2—0,08—-0,1+0,05)=0,08.



