10 Paskaita. Atsitiktiniy dydziy
nepriklausomumas

10.1 Vektoriy komponenciy skirstiniai

Tegué = (&1,...,&n) : @ = R™ — absoliuciai tolydusis atsitiktinis vektorius, pg
— jo tankis, B € B™ yra bet kokia Borelio aibé. Tada is tankio finkcijos savybiy
isplaukia
P(XeB)= / Pe(U1, Uz, ..oy U, )durdug . . . dtiy,.
B

Imkime B = (—o00,21) X (—00,x2) X ... X (—00, Zym—1) X R. Tada P(X € B) =

P(fl < T1,... 7§m71 < Imfl) = Fg/(xl, e ,xmfl), Cia f/ = (51, C ,fmfl).
Toliau suformuluosime teorema, leisiancia apskaiciuoti "trumpesnio” atsitiktinio
vektoriaus tankj is "ilgesnio" vektoriaus tankio.

Teorema. Jei absoliuciai tolydaus atsitiktinio vektoriaus & = (&1,...,&m)
tankis yra pe(ui, ..., Un), tai atsitiktinis vektorius & = (&1,...,&n—1) taip pat

yra absoliuciai tolydus ir jo tankis yra

oo

Pe(Ur, ..., U ) AU,
oo

pf’(ulv v 7um71) - /

Suprantama, kad norédami gauti kity "trumpesniy" atsitiktiniy vektoriy tan-
kius, turime "ilgojo" vektoriaus tankj suintegruoti pagal tam tikras ("nereikalin-
gas") komponentes.

Pavyzdys. Atsitiktinis vektorius & = (£1,&2) igyja reikSmes iS aibés (tri-
kampio)

A = {(ug,u2) : u,ug > 0,ug +ug < 4}

ir visos reikSmeés yra vienodai galimos. Raskime tankius pe(uq,u2) ir pe, (u).

Kadangi atsitiktinis vektorius & = (£1,&2) igyja visas galimas reikSmes su
vienodomis tikimybémis, vektorius turi tolygyji skirstinj plokstumos trikampyje
A. Todél

(u u)_ C, Jei (ul,UQ)EA,
PeLU2) =0 0 el (ur,ug) € A,

Konstanta ¢ rasime is tankio funkcijos savybés

/ / pg(ul,u2)du1du2 =1.

IS ¢ia



¢ia S yra trikampio A plotas, kuris lygus 8. Todél ¢ = 1/8. Taigi

1

pf(ulaUZ) - g’ Jel (u17u2) S A,
07 Jel (Ul,Uz) ¢ A,

Atsitiktinio dydzio & tankis lygus

oo

pe(w) = [ pelusuz)due
Kaiu < 0 arba u > 4, pe, (u) =0. Kai 0 < u < 4,
4—u
1 1
v = [ g = g
Taigi

1 . .
pe, (u) = gd—u), Jjeiuel0,4]
0, jei u & [0, 4].
10.2  Atsitiktinio dydzio funkcijos skirstinys

Zinome, kad Borelio funkcija nuo atsitiktinio dydzio yra taip pat atsitiktinis
dydis. Kaip randamas tokio atsitiktinio dydzio skirstinys?
Pavyzdys. Tegu £ yra atsitiktinis dydis, tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1].

1
Raskime atsitiktinio dydzio n = E tankio funkcija.

Pirmiausia apskai¢iuosime pasiskirstymo funkcija F; (x):

Fy(x) = P(n < ) = P (% < x> _p <§ 5 é) - /[o,l]m<l,m) du.

Kai z < 1, aibé, pagal kuria integruojame yra tuséia, todél integralas lygus
nuliui. Kai x > 1, integralas lygus 1 — % Taigi

1L jeix>1, L jeia>1,
F"(“’)_{o, jei x < 1, pn(a’)_{o, jel v < 1,

Nepriklausomi atsitiktiniai dydziai

Apibrézimas. Atsitiktinius dydzius &1,& vadinsime nepriklausomais, jei su
bet kokiomis Borelio aibémis By, By joykiai {w : & (w) € By}, {w: &(w) € Ba}
yra nepriklausomi, t.y.

P(fl S Bl,fg S BQ) = P(gl S Bl)P(fg S BQ).



Apibrézimas. Atsitiktinius vektorius £1,&2 1 Q — R™ vadinsime nepriklau-
somais, jei su bet kokiomis Borelio aibémis By, Ba € B(R™)

P(§1 S Bl,§2 S Bg) = P(§1 S Bl)P(fg S Bg)

Dvieju jvykiy nepriklausomumas reiskia, kad zinodami, kad vienas is jvykiuy
ivyko, negauname jokios papildomos informacijos apie tai, ar jvyko antrasis
ivykis. Panasiai samprotaujame kalbédami apie du nepriklausomus atsitikti-
nius dydzius ar vektorius. Taciau norédami apibrézti nepriklausomy atsitiktiniy
dydziy sistema nepakanka pareikalauti, kad jie buty poromis nepriklausomi.

Apibrézimas. Tegu £y : Q — R™ (N € A) atsitiktiniy vektoriy siste-
ma. Jei bet kokiam atsitiktiniy vektoriy Ex,,...&x,, ,(m > 2) ir Borelio aibiy
Bi1, Bs, ..., By, rinkiniui teisinga lygybé

P(f)\l S Bl;---,fAm S Bm) = P({Al S Bl)...P(Qm S Bm),

tai sistemq sudaro nepriklausoms atsitiktiniai vektoriai.

Taciau toks tikrinimas yra labai komplikuotas. Praktiskai atsitiktiniy dy-
dziy ir ju sistemy nepriklausomumui tikrinti naudojamos pasiskirstymo, tankio
funkcijos ir reiksmiy jgyjimo tikimybés.

Teorema. Atsitiktiniai dydziai £,m : Q@ — R yra nepriklausomi tada ir tik
tada, kai

P <u,m<wv)= P <u)P(n<w).

Sj teiginj galime performuluoti kitaip
Teorema. Atsitiktiniai dydziai £,m : Q — R yra nepriklausomi tada ir tik
tada, kai atsitiktinio vektoriaus ¢ = (&, n) pasiskirstymo funkcija reiskiama taip:

Fe(u,v) = Fe(u)Fy(v).

Teorema. Diskretieji atsitiktiniai dydZiai £,m : Q@ — R yra nepriklausomi
tada ir tik tada, kai su bet kokiais x,y

Jeigu atsitiktiniai dydziai yra absoliuciai tolydieji, tai ju nepriklausomuma
galime suformuluoti pasinaudoje tankio funkcijomis.

Teorema. Jei &, n: Q — R yra absoliuciai tolydieji ir nepriklausomi atsi-
tiktiniai dydZiai, turintys tankius pe, py, tai atsitiktinis vektorius ¢ = (§,m) taip
pat yra absoliuciai tolydus ir

pe(u1, uz) = pe(ur)py(uz).

Panasiai apibréziamas atsitiktiniy vektoriy nepriklausomumas. Jei X yra at-
sitiktinis dydis, tai ir X2, X3, sin(X), |X| yra atsitiktiniai dydziai. Apskritai,



su bet kokia Borelio funkcija f dydis f(X) irgi atsitiktinis. Pritaike Borelio
funkcijas dviems nepriklausomiems atsitiktiniams dydziams vél gausime nepri-
klausomy dydziy pora.

Teorema. Jei &1,& @ Q@ — R"™ nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai, o
fi,fa : R™ = R™ yra dvi Borelio funkcijos, tai atsitiktiniai vektoriai m =
f1(&1),m2 = f2(&) yra taip pat nepriklausoms.

O ar bus nepriklausomi dviejy atsitiktiniy dydziy suma ir skirtumas?

Pavyzdys. Metami du simetriski losimo kauliukai, X; — akuciy skaicius,
atvirtes ant pirmojo, Xo — ant antrojo kauliuko. Ir be jokiy tikrinimy galime
daryti isvada, kad dydziai X, Xo yra nepriklausomi. Tegu X = X; + Xy,
Y = X7 — X5, Ar dydziai X,Y priklausomi?

Kad jrodytume, jog dydziai priklausomi, pakanka surasti bent viena skaiciy
pora z,y, su kuria lygybé P(X = 2,V = y) = P(X = 2)P(Y = y) yra
neteisinga. Imkime, pavyzdziui, x = 12,y = 0. Gausime

P(X =12)=1/36, P(Y=0)=1/6, P(X =12,Y =0)=1/36.

Taigi P(X =2,Y =y) # P(X = z)P(Y = y) ir dydZiai yra priklausomi. Jeigu
tekty jrodinéti, kad du diskretieji dydziai yra nepriklausomi, tai darbo buty
zymiai daugiau — reikty jrodyti, kad su visomis z,y reikSmémis apibrézimo
lygybés yra teisingos.

Pavyzdys. Balti ir juodi rutuliai

Urnoje yra du balti ir du juodi rutuliai. Balti rutuliai pazymeéti skaiciais 0, 1.
Tokiais pat skaiciais pazymeéti juodieji rutuliai. IS eilés su grazinimu traukiami
du rutuliai. Pazymékime X — balty rutuliy skaiciy, o Y — skaiciy, uzrasyty ant
istrauktyjy rutuliy suma. Ar dydziai X ir Y yra nepriklausomi? Kiek pasvarste,
tikriausiai pamanysime, kad tai tiesa. Taciau tai reikia matematiskai jrodyti,
t. y. reikia jsitikinti, kad su visomis reiksmémis x, y teisingos lygybés

PX=zY=y)=PX=x)PY =y).

Visas tikimybes P(X = z,Y = y) suraSysime | lentele. Jas skai¢iuoti galime
taip. Pazymékime baltuosius rutulius By, By, ¢ia B; zymi baltg rutulj, ant
kurio uzrasytas skaicius . Juoduosius rutulius pazymeékime Jy, J;. Traukiame
du rutulius su grazinimu, taigi i§ viso yra 42> = 16 baig¢iy. Israsykime jvykiui
{X =1,Y = 1} palankias baigtis:

BQJl,BlJQ, JQBl, J]_BQ taigi P(X = 1,Y = 1) = 4/16

Panasiai apskaic¢iuosime ir kitas tikimybes. SurasSe tikimybes j lentelés lan-
gelius, susumuokime skaicius, surasytus eilutése ir stulpeliuose:

X=0|X=1|X=2
_ 1 2 1|1
Y =0 16 16 16 4
_ 2 4 2 |1
Y =1 16 16 16 2
_ 1 2 1|1
Y =2 16 16 16 4
1 1 1
4 2 4




Ka reiskia, pavyzdziui, skaic¢ius, kuri gavome susumave pirmojo stulpelio
skaic¢ius? Sis skaicius yra tikimybiy sumas:

P(X=0,Y=0)+P(X=0,Y =1)+ P(X =0,Y =2) = P(X = 0).

Taigi paskutinéje eilutéje surasytos atsitiktinio dydzio X reiksmiy tikimybés.
O paskutiniame stulpelyje — atitinkamy dydzio Y reikSmiy tikimybeés (atsitik-
tinio vektoriaus (X,Y’) marginaliyju dydziy X ir Y tikimybeés). Tikrinant, ar
dydziai yra nepriklausomi, reikia kiekvienam lentelés langeliui patikrinti, ar ja-
me jrasyta reiksmeé lygi Sio langelio eilutés paskutiniojo ir Sio langelio stulpelio
apatiniojo skaiciy sandaugai. Pavyzdziui,

1
P(X=1Y=1)=7=

N =
N =

Siuo atveju matome, kad visiems langeliams lygybés yra teisingos ir dydziai
yra nepriklausomi.

10.3 Nepriklausomy diskreciyjy dydziy suma

Daznai tenka nagrinéti dviejy ar daugiau nepriklausomy atsitiktiniy dydziy su-
ma. Pavyzdziui, dalyvavus dviejose loterijose naturalu suvesti abiejy laimeéjimuy
arba pralaiméjimy balansa. Pavyzdziui, binominj atsitiktinj dydi X ~ B(n,p)
reiskiame Bernulio atsitiktiniy dydziy X; suma:

X=X1+Xo+...4+Xp,

¢ia X; = 1, jei i-me bandyme pasirodé sékmé, X; = 0, jei buvo nesékmé, o p
yra sékmés tikimybeé kiekviename bandyme. Sie dydziai susije su nepriklauso-
mais bandymais, taigi ir patys yra nepriklausomi. Dvieju atsitiktiniy dydziy
suma taip pat yra atsitiktinis dydis. Kaip jo skirstinys priklauso nuo démeény
skirstiniy?

Teorema. Jei £, n yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, ¢ = &€ +n, tas

P((=z= Y PE=2)Ph=y).

T,y rty==z

Atsakysime j klausima apie nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumos skirs-
tinj, kai déménys yra tolydieji atsitiktiniai dydziai.

Teorema. Jei &1, & yra absoliuciai tolydieji nepriklausomi atsitiktinias dy-
dZiai, turintys tankius pe,,pe,, tai atsitiktinis dydis n = & + & yra taip pat
absoliuciai tolydusis ir jo tankis lygus

Pei+¢o (u) = /Oo Y43 (U)pﬁz (u - ’U)d’l) = /OO Pe, (U)pfl (’U, - ’U)d’U.

— 00 — 00



