9.1

9 Paskaita. Paprasto tiesinio regresinio
modelio tyrimas.

Modelio netinkamumo priezastys.

Tarkime, nagrinéjame intervaliniy kintamyjuy X ir Y tiesinj regresinj modelj.
Isvardinsime svarbiausias priezastis, dél kuriy regresinis modelis galéty netikti:

1.
2.
3.

4.
D.

Duomenyse yra isskirciy.
Kintamuyjy priklausomybé néra tiesiné.

Stebéjimai yra hereroskedastiniai (esant skirtingoms X reikSméms Y dis-
persijos skiriasi).

Paklaidy skirstiniai néra normalieji.

Paklaidos priklausomos.

Negalima suabsoliutinti né vienos is siy galimy priezasciy.

9.2

Isskirtys.

Isskirtys yra labai stipriai nuo kity duomeny besiskiriantys duomenys. Jie gali
labai stipriai pakeisti regresijos tiesés parametrus. Norédami jsitikinti, kad taip
yra, galime apskaic¢iuoti regresijos parametrus su iSskirtimi ir be jos. ISskirtys
i$ duomeny Salinamos tik tuomet, jei tam yra pakankamai pagrindo, pvz., duo-
menyse yra klaida, arba, jei duomenys buvo paveikti vienkartiniy nebudingy
veiksniy. Taikomi keli alternatyvus isskirciy nustatymo metodai.

1.

3.

Stebéjimo jtakos indeksas vertina, tik tai, kiek toli nuo x yra stebéjimas
xj. Stebéjimo (x;,y;) itakos indeksas skai¢iuojamas taip:

1 (zj — 1)
hj=—d=md " 5= a/n.
RS > e i DL

Galima pateikti tokia "grubia" rekomendacija: stebéjimas (x;,y;) gali buti
laikomas isskirtimi, jei h; > 4/n.
Standartizuotos liekanos. Tai yra liekamuju paklaidy e; z-reiksmés. T.y.
reikia iS g; atimti jos vidurkj ir padalinti iS standartinio nuokrypio. Ka-
dangi visy ¢; vidurkiai lygus nuliui, standartizuota liekana lygi

A n
SRy = ———"—o MSE = SSE/(n—2),55E = Y (y; — a - bx;)".

VMSE( - hy) v
Stebéjima (x;,y;) laikome isskirtimi, jei |SR;| > 3.

Kuko matas.
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1 pav.: Dviejuy modeliy liekamosios paklaidos
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2 pav.: Heteroskedastinés paklaidos

9.3 Liekamuyjuy paklaidy grafikai.

Grafinei prielaidy diagnostikai paprastai naudojami liekamyjy paklaidy arba
standartizuoty liekany grafikai. Jeigu regresijos modelis tinka, visi &; turéty
buti labai nedideli ir daugmaz vienodai iSsibarste apie tiese y = 0. Pav. 1 kairéje
yra tinkamo regresinio modelio paklaidos, o desinéje — blogai parinkto modelio
paklaidos, nes paklaidos néra atsitiktinai iSsibarsciusios. IS sklaidos diagramy
galima taip pat spresti apie duomeny heteroskedastiskuma. Heteroskedastinés
liekanos pavaizduotos pav. 2.

Stebéjimy normaluma galima jvertinti nubraizius liekamyjuy paklaidy histo-
grama, kvantiliy atitikimo grafika, pritaikius Sapiro-Wilk arba kita normalumo
tikrinimo kriterijy.

9.4 Priklausomy paklaidy problema.

Kartais regresijos liekamosios paklaidos buna priklausomos. Daznai Sia savy-
be pasizymi daugelis ekonominiy indeksy ir rodikliy, pvz., akcijy kursai, BVP
vienam gyventojui, nedarbingumo lygis, uzimtumo lygis ir pan. Regresiniai mo-
deliai su koreliuojanc¢iomis liekanomis nagrinéjami laikiniy seky teorijoje. Noré-
dami nustatyti, ar paklaidos koreliuoja, naudojame Durbino-Watsono kriterijy.
Jis leidzia nustatyti, ar yra vadinamasis autoregresijos modelis.
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3 pav.: Paaiskinamoji ir nepaaiskinamoji y; komponentés

Prielaida: regresijos modelio paklaidas sieja rysys

€; = PEi-1 T+ Zi,

¢ia z; ~ N(0,02), ir 21, 22, . . . yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Paklaidos
€; nekoreliuoja, kai p = 0. Patikrinsime Sig hipoteze.
Hy:p=0,
Hl P 75 0.
n A A 22
(& —E&i
Kriterijaus statistika d = iz SR ) kinta nuo 0 iki 4. Kuo d arciau

i=1%i
2, tuo maziau tikétina, kad autokoreliacija yra.

9.5 Determinacijos koeficientas.

Regresijos tiesé visada eina per vidurkiy taska (z,y). Kiekviena y; ir g skirtuma
galima iSskaidyti j dvi dalis (7r. pav. 3).

yi =y = (yi = 9(zi)) + (9(z:) — 9) = e + (9(z:) — 9), (1)

¢ia §(x;) yra z; atitinkanti y reikSmeé, apskai¢iuota i$ regresijos lygties. Pakéle
abi lygties (1) puses kvadratu ir sudéje, gausime tokia lygybe:
SST =SSR+ SSE,
cla SST = Z?:l(yi —9)*,SSR = 2?21(?3(551) —-9)?,SSE = Z?:l 512'
Suma SST vadinama visa kvadraty suma, SSR — regresijos kvadraty suma,

SSE — liekamuyjy paklaidy kvadraty suma. SST vertina, kaip y; reikSmeés yra issi-
barsciusios apie tiese y = y. SSE vertina, kaip y; reikSmés yra issibarsciusios apie



regresijos tiese §(x) = by + baz. SSR — tai kvadraty suma, rodanti, kiek regresi-
jos tiese skiriasi nuo tiesés y = y. Santykis SSR/SST vadinamas determinacijos
koeficientu ir Zymimas 72. Determinacijos koeficienta galima interpretuoti, kaip
santykj variacijos dalies, kurj paaiskina regresijos modelis ir visos Y variacijos.
Kuo didesné r? reikimé, tuo geriau regresijos modelis apraso duomenis. Jei visi
duomenys yra regresijos ties¢je, SSE = 0, SSR = SST,r? = 1. Determinacijos
koeficientas yra glaudziai susijes su Pirsono koeliacijos koeficientu pxy. Pa-
prastosios tiesinés regresijos atveju (kai yra vienas nepriklausomas kintamasis),
determinacijos koeficientas r? sutampa su Pirsono koeliacijos koeficiento kvad-
ratu. Didesnis 72 reiskia, kad duomenys yra labiau koncentruoti apie regresijos
tiese. Taciau, remiantis vien tik determinacijos koeficientu negalime pasakyti,
ar modelis yra tinkamas. Kartais, ypa¢ daugialypéje regresijoje, naudojamas
pataisytas determinacijos koeficientas r?ldj, kuris atsizvelgia j imties diduma ir
nepriklausomy kintamuyjy skaiciy:

n—1
n—2

T?ldj =1-(1 —7’2)

9.6 Regresijos parametry pasikliautinieji intervalai

Gali atsitikti taip, kad paklaidos tenkina reikalavimus 1.-4., tac¢iau nepriklauso-
mas kintamasis kintamajam Y jtakos neturi, bes jo koeficientas lygus nuliui, t.y.
yi =a—+0-x; +&;. Dél to butina jvertinti regresijos koeficienty reikSminguma.

Tarkime, kad paprastajam regresiniam modelyje y; = a + b - x; + &; galioja
visos prielaidos liekamosioms paklaidoms. Modelyje yra du nezinomi parametrai
airbir o2. Ankséiau radome a ir b tagkinius jveréius a ir b. Galima apskai¢iuoti
parametry a ir b pasikliautinuosius intervalus.

Remiantis modelio prielaidomis jrodyta, kad atsitiktiniy dydziy a ir b skirs-
tiniai yra normalieji. Be to,

1 )2 . . 2
Ba—aDi—o(Ls D ) mi—spi-—C __ (3
n o (n—1)s% (n—1)s%
Cia s% yra z1,...,z, empiriné dispersija. Pakeite formulése (2) o? jos

jveréiu MSE = SSE/(n — 2), gausime a ir b dispersijy jveréius:

1 7)2 MSE
SgZMSE —+L2 7S§:72 (3)
n (n—1)s% (n—1)s%
o a—ab=b . U
Statistikos , turi Stjudento skirstinius su n — 2 laisvés laipsiais. Be
S Sp

a
to, SSE/o? turi x? skirstinj su n — 2 laisvés laipsiais. Koeficienty a ir b ir
dispersijos o2 pasikliautinieji intervalai skai¢iuojami pagal formules:

SSE SSE )

fl:l:sat(l,Q)/Q (n—2), B:I:Sbt(l,Q)/Q(n—2), ;
Xa-q2(n =2 Xi1g)2(n = 2)



¢ia @ yra pasikliovimo lygmuo, t(1_¢q)/2(n — 2) — Stjudento skirstinio su n — 2
laisveés laipsiais (1—@Q)/2 lygmens kritiné reiksme, X%l—Q) /Q(n—2) — 2 skirstinio
su n — 2 laisvés laipsiais (1 — @)/2 lygmens kritiné reiksmeé.

9.7 Hipotezé apie koeficiento b lygybe nuliui

Zinodami koeficienty jvercéiy skirstinius galime tikrinti hipotezes apie koeficienty
reiksmes. Hipotezé Hy : a = 0 aktuali tik tuo atveju, jei butina suprasti,
ar regresijos tiese kerta koordinaéiy pradzios taska. Taip biina retai. Zymiai
svarbiau tikrinti hipoteze Hy : b = 0, nes jei §i hipotezé pasitvirtinty, regresijos
modelis virsta Y; = a + ¢;, t.y. Y; nepriklauso nuo x;.

1. Tarkime, kad turime porinius stebéjimus (z1,y1), ..., (Zn, yn) ir tarkime,
kad galioja tiesinés regresijos prielaidos.

2. Tikrinsime hipoteze:
Ho b=0,
:b#0.

3. Kriterijaus statistika T =

é?|®>

4. Tegu reikSmingumo lygmuo yra lygus ae. Tuomet hipotezé Hy atmetama,
kai [t| > to/2(n—2), ¢ia ty/2(n—2) yra Stjudento skirstinio su n—2 laisvés
laipsiais a/2 lygmens kritiné reik§me.

9.8 Prognozavimas regresinéje analizéje. Prognozés
intervalai

Priklausomo kintamojo reik§meés prognozuojamos pagal regresijos tiese §(x) =
a+ ZA),T, kurios koeficientai apskaic¢iuoti maziausiu kvadraty metodu. Prognozé
daroma konkreciai fiksuotai nepriklausomo kintamojo reiksmei z. Tada priklau-
somas kintamasis

Y=a+bx+e,

¢ia e ~ N(0,0?) yra atsitiktine paklaida. Todél tikétina, kad nepavyks tiksliai
atspéti tikraja busima Y reikSme. Kadangi e skirstinys yra normalusis, Y taip
pat yra normaliai pasiskirstes. Normaliojo dydzio tankis didziausia reiksme
igyja vidurkio taske. Todél, geriausia, ka galime padaryti prognozuoti Y reiksme
kiek galima artimesne visy galimy (fiksuotai x reikSmei) kintamojo Y reiksmiy
vidurkiui. Taip ir darome, nes regresijos tiesé¢ § = a+bx yra lygties EY = a+bx
analogas.

Viena i$ dazniausiy klaidy yra bandymas pernelyg tolima ateitj spéti remian-
tis dabarties prielaidomis. Regresiné¢je analizéje prognozés daromos tik toms x
reikSméms, kurios patenka j duomeny intervala, t.y. mm r; <x< Max ;. Re-

gresijos tiesé gali gerai aprasyti kintamuyju elgesj tlrlamajame mtervale kitame
intervale kintamuosius gali sieti visai kita priklausomybé.
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4 pav.: Prognozés intervalai

Esant fiksuotam z galima prognozuoti galimy Y reiksmiy intervala. Faktis-
kai sudarome skirtumo Y — §(x) prognozeés intervala. Nesunku jsitikinti, kad

B 1 (r—2)?
SY—MSE(l-FE‘Fm)

yra Y — §(x) dispersijos ivertis (angl. standard error of the forcast) , ¢ia s2

yra Ti,..., T, empiriné dispersija. Yra zinoma, kad (Y — §(x))/vSY turi Stju-
dento skirstinj su n — 2 laisvés laipsiais. Todél @ pasikliovimo lygmens y(x)
pasikliautinasis intervalas yra

g(x) £ ta—qy/2 (n—2)VSY.

Prognozés intervalo plotis priklauso ne tik nuo imties didumo, bet ir nuo
x reikémés. Kuo z arfiau z, tuo prognozés intervalas siauresnis (7r. pav. 4).
Ta pati regresijos lygtis g = a + bx yra naudojama ir konkreciai reiksmei Y =
a + bx 4 ¢ ir vidutinei reikSmei FY = a + bz prognozuoti. Pirmu atveju, mes
prognozuojame, pavyzdziui, kiek konkreciai ledy bus suvalgyta tam tikra diena,
kai dienos temperatura lygi 27 laipsniams, antru atveju mes prognozuojame,
kiek vidutiniskai ledy bus suvalgyta dienomis, kuriy vidutiné temperatura yra
27 laipsniai. Nors pacios prognozuojamos reikSmeés abiem atvejais sutampa,
ju pasikliautinieji intervalai skiriasi. Antru atveju PI bus Zenkliai siauresnis.
Statistikos FY — ¢(z) dispersijos jvertis lygus

B 1 (z—x)?

t.y. SEY nuo SY skiriasi tik vienu démeniu MSE. Yra zinoma, kad (EY —
9(x))/VSEY turi Stjudento skirstinj su n — 2 laisvés laipsiais. Todél @ pasik-
liovimo lygmens Ey(x) pasikliautinasis intervalas yra

Q(IE) + t(l_Q)/z(n - 2) V SEY



