4 Paskaita. Statistiniy hipoteziy tikrinimas.

4.1 Statistinés hipotezés sagvoka

Statistinémis vadiname hipotezes apie stebimojo atsitiktinio dydzio arba keliy
dydziy pasiskirstyma. Statistinés bus, pavyzdziui, hipotezés: stebimasis atsi-
tiktinis dydis yra pasiskirstes pagal normalyji désnj, dviejy atsitiktiniy dydziy
vidurkiai yra lygus, vieno atsitiktinio dydzio dispersija yra didesné negu kito.

Su tokiais uzdaviniais daznai susiduriame praktikoje. Sakysime, kokiai nors
ligai gydyti yra vartojami zinomi vaistai. Rasti nauji vaistai. Ar jie bus efek-
tyvesni uz senuosius? Fabrikas gamina elektros lemputes. Siuloma pakeisti
technologini procesa. Ar nauju budu pagamintos lemputés degs ilgiau?

Hipotezés skirstomos i parametrines ir neparametrines. Pirmiausiai aptarsi-
me parametrines hipotezes, t.y. hipotezes apie nezinomus pasiskirstymo para-
metrus.

Sakykime, turime pasiskirstymuy klase { Py, 0 € ©} ir ©¢ yra aibés © poaibis.
Statistiné hipotezé bus teiginys, kad stebimojo atsitiktinio dydzio skirstinys p(6)
priklauso klasei { Py, 0 € O}, t.y. 6 € ©g. Tikrinamoji hipotezé paprastai vadi-
nama pagrindine, arba nuline, ir Zymima Hy. Kartu nagrinéjama ir prieSinga jai
hipotezé H;. Ji vadinama alternatyvigja hipoteze, arba tiesiog alternatyva. Tai
bus teiginys, kad 0 € ©1 = © \ O¢. Jei aibé O yra sudaryta i$ vieno tasko, tai
hipotezé vadinama paprastgja. Priesingu atveju ji vadinama sudétinggja. Pa-
vyzdziui, jei stebime atsitiktini dydj X, turintj normalyjj skirstinj su nezinomu
vidurkiu g,

1. paprastoji hipotezé su dvipuse alternatyva:

{HQ:/,L:5,
H12M#5.

2. sudétingoji hipotezé su vienpuse alternatyva:

Hy:p>5,
Hy:p<5.

Matematiné statistika nagrinéja kriterijus arba testus, kurie leisty spresti, ar
stebéjimo duomenys suderinami su nuline hipoteze. Kriterijy sudarymo idéja
sitokia. Hipotezei tikrinti naudojama statistika 7'(X), kuri pasirenkama taip,
kad turéty zinoma skirstinj, kai Hy yra teisinga. Erdve R” suskaidome j dvi
sritis — Borelio aibes: W ir Wy = R™\W. Sritj W parenkame taip, kad tikimybeé
statistikos T'(X) = T'(X3, ..., X,,) realizacijai patekti | ta sritj, kai hipoteze Hy
yra teisinga,
PQ(T(X) € W),9 € 0

buty mazos. Susitariame, kad hipotezé Hy nesuderinama su stebéjimo duome-
nimis ir todél yra atmestina, kai T'(x) € W. Si sritis paprastai vadinama kritine.



Jei T(x) € Wy, tai laikome hipoteze H, suderinama su stebéjimo duomenimis
ir todél priimtina.

Si procediira negarantuoja, kad padarytoji isvada bus visada teisinga. Mes
galime tik teigti, kad ji bus teisinga su tam tikra tikimybe. Jei tikimybés
Py(T(X) € W),0 € ©p yra mazos, tai praktiskai labai retai atmesime hipo-
teze Hp, kai ji teisinga. Sakysime, jei tos tikimybés ne didesnés kaip 0,01, tai
vidutiniskai ne daugiau kaip viena karta iS 100 atmesime teisinga hipoteza Hy.
Naudodamiesi statistiniu kriterijumi, galime padaryti dviejuy rusiy klaidas: at-
mesti, kaip jau minéjome, hipoteze Hy, kai ji yra teisinga (pirmosios rusies
klaida), arba priimti Hp, nors ji klaidinga (antrosios rusies klaida). Galimi
atvejai nurodyti lenteléje.

Isvada

Priimta Hy Atmesta Hy

H; teisinga Teisingai I rusies klaida
Hy klaidinga I rusies klaida  Teisingal

1 pav.: Pirmosios ir antrosios rusies klaidos.

Pvz. Teismas sprendzia, ar teisiamasis kaltas. Hy yra hipotezé, kad tei-
siamasis nekaltas. Teismas gali padaryti 2-jy rusiy klaidas — nuteisti nekalta
(pirmosios rusies klaida) arba iSteisinti kalta (antrosios rusies klaida). Manoma,
kad pirmosios rusies klaida yra pavojingesné (nekalta pripazinti kaltu). Todeél I
rusies klaidos tikimybé yra fiksuojama. Ji neturi virSyti mazo skaiciaus a.

Daznai kritiné sritis yra tokio pavidalo: W = {T'(X) > ¢}, ¢ia T yra tam
kriterijaus statistika, o ¢ yra vadinama kritine reiksme.

Geriausia buty kriterijus sudaryti taip, kad abiejy rusiy klaidy tikimybés bu-
ty minimalios. Deja, kai stebéjimy skaic¢ius yra ribotas, to padaryti negalima.
Praplétus kritine sritj, antrosios rusies klaidos tikimybé sumazés, bet padidés
pirmosios rusies klaidos tikimybeé, ir atvirksciai. Todél paprastai parenkamas
rézis, kurio neturéty virsSyti pirmosios rusies klaidos tikimybé, ir stengiamasi
minimizuoti antrosios rusies klaidos tikimybe. Kitaip tariant, parenkamas ne-
didelis skai¢ius « € (0,1), vadinamas reiksmingumo lygmeniu, ir reikalaujama,
kad pirmosios rusies klaidos tikimybé buty ne didesné uz ta skaic¢iy. Paprastai
a=0,1;0,05;0,001.

max Pp(T'(X) e W) < a,
0€O0

o antrosios rusies klaidos tikimybé
5(9) e PQ(T(X) € Wo),o € 01,
buty kiek galima mazesné, t. y. tikimybé

1=5(0) = P(T(X) e W) =1 - P(T(X) € Wp),0 € O,



vadinama kriterijaus galia, kiek galima didesné. Kriterijaus galia — tai tikimybé
atmesti nuline hipoteze Hy, kai ji yra klaidinga. Kriterijaus galia leidzia pa-
lyginti du kriterijus, turincius ta patj reikSmingumo lygmenj to paties didumo
im¢iai. Tarkime, turime 2 kriterijus su kritinémis sritimis Wy ir Ws, turincius
ta pati reikSmingumo lygmenj «. Kriterijus su kritine sritimi W; vadinamas
tolygiai galingesniu uz kriterijy su kritine sritimi W, jei visiems 6 € 04 jo galia
didesné, t.y.
PQ(T(X) S Wl) > PQ(T(X) S WQ),H € 0.

Kriterijus su kritine sritimi Wi, kuris esant tam paciam reikSmingumo lyg-
meniui « visiems 6 € ©; turi didziausia galia, vadinamas tolygiai galingiausiu
kriterijumi, t.y.

PQ(T(X) S Wl) = III}‘E}XPQ(T(X) S Wz),9 S @1,

¢ia maksimumas imamas pagal visas kritines sritis Wy su reikSmingumo lyg-
meniu «. Kai alternatyva yra paprastoji (07 turi tik viena elementa), tolygiai
galingiausig kriterijy vadiname tiesiog galingiausiu.

Tarkime, kad nagrinéjame paprastaja hipoteze ir paprastaja alternatyva:

H0:0:00,
H119:91,

¢ia 0y < 0;. Pagal fundamentaliaja Neimano-Pirsono lema, galingiausias krite-
rijus, jei jis egzistuoja, yra pagristas funkcija

Po, (‘T) _ Po, (‘Tl) ---Po, (‘Tn)
peo(x) peo(xl)"'peo(xn)

)

t.y. tikétinumo funkcijy realizaciju santykiu.

Null vs Alternative
® gfpha = probability of null
1 1 1 Sy | alternstive
wrongly rejecting the null

hypothesis (Type I error)

/ \ g
— sl i o F [\ \

w hela = [)L(_)bdbl.l.l.l'\ of - / |6 | power (1-tia)
wrongly accepting the aull : / i |
hypothesis (Type IT error) & : i

f eta |
s / i

® power = probability of / \ | \
correctly rejecting the null / / aipba \
hypothesis / /

’ il - -
alpha 1s under the pull; befa and il to .-E,}?ri, ¢ | Reject
power are under the alternative ¥ (or test statistic)

2 pav.: Pagrindinés hipoteziy tikrinimo savokos.



. Right-tail test
Hy is more probable

H1 L= Hg
0
Left-tail test
H; is more probable
T i
Hpimw<m,
0
H; is more probable
Two-tail test
Hyt e #F 1y
0

3 pav.: Kritiniy sri¢iy rysys su alternatyvomis.

4.2 Hipotezé apie normaliojo skirstinio vidurkio lygybe
skaiciui, kai dispersija zinoma

Tarkime, kad stebime normaliyji atsitiktinj dydi N (i, 0?) ir tarkime, kad Zino-
mas o2, o nezinomas . Reikia patikrinti hipoteze Hy : 11 = a, kai alternatyva
yra Hy : p > a. Paprastai alternatyva nustatoma pagal apskai¢iuota X rea-
lizacija. Pavyzdziui, jei tikriname hipoteze Hy : g = 2, tuo tarpu empirinio
vidurkio realizacija yra * = 2,6, logiska tikrinti Sia hipoteze¢ su vienpuse alter-
natyva Hy : 4 > 2 arba dvipuse Hy : p # 2. Turime atsakyti j klausima: ar
skirtumas tarp teorinés vidurkio reiksmés ir empirinio vidurkio gali buti laiko-
mas statistiskai reikSmingu? Jei hipotezé H yra teisinga, tai statistika

turi standartinj normalyjj skirstinj (0, 1). Kritiné sritis bus pavidalo

(—a)Vi

g

> u.

Pirmosios rusies klaidos tikimybé

Gzlﬁ&@2u>:1—¢m)

g

o= PHO
IS Sios lygybés randame u = z,, ta yra standartinio normaliojo skirstinio «
lygmens kritiné reiksSme.
Jei alternatyva yra Hy : p < a, tai hipoteze¢ atmetame, kai konkreti imtis
tenkina nelygybe
(z—a)Vi

2= —-F— < —2,.
o



Panagrinékime alternatyva H; : u # a. Hipoteze atmetame, kai konkreti imtis
tenkina nelygybe
_|z—alym

g

z > Za/2-

1 lentelé: Alternatyvos ir kritinés sritys, kai Hp : p = a

Alternatyva H; Hy atmetama Hy neatmetama

p#a |2 > 2q/2 |2] < 2q/2
n>a 2> Zg 2 < Za
n<a 2 < —Z2q 22> —Za

Pavyzdys. IS normaliosios populiacijos su standartiniu nuokrypiu o = 5, 2
gauta dydzio n = 100 imtis ir paskaiciuotas imties vidurkis x = 27,56. Esant
reikSmingumo lygmeniui o = 0, 05 patikrinkite hipoteze:

Hy : = 26,
Hltu#QG.

Pirmiausia skaiciuojame kriterijaus statistika ir kritine reikSme:

(27,56 — 26)/100

z = 5, 2 = 3, Zoz/2 = 207025 = 1, 96

Kadangi |z| > z,/2, Ho atmetama.
Esant reikSmingumo lygmeniui «« = 0,05 patikrinkite hipoteze:

HQ:/,L:27,
Hy:p #27.
27,56 — 27)4/100
z:( : 52) =1,08 = [z] < 242

Siuo atveju nuliné hipotezé negali biiti atmesta.

Pavyzdys. Patikrinsime hipoteze su vienpuse alternatyva. Detalés nomi-
nalus svoris yra 0,5 gr. Yra zinoma, kad detalés svoris turi normalyjj skirstinj
su o = 0,11 gr. Atsitiktinai patikrinus 121 detale, gautas vidutinis patikrinty
detaliy svoris 0,53 gr. Esant reiksSmingumo lygmeniui o = 0,01 patikrinkite
hipoteze, kad vidutinis detalés svoris atitinka normatyva:

H02u=0,5,
Hy:p>0,5.
0,53 —-0,5)v121
z = ( ’ 0 171) = 9, Za:ZO)01=2,326.

Kadangi z > z4, (3 > 2,326), nuliné hipotezé atmetama, t.y. detaliu gamyba
neatitinka standarty.



4.3 ReikSmingumo lygmuo ir p-reiksmé

Tarkime, tikriname hipoteze su vienpuse alternatyva:

H029:90,
Hy: 60> 0.

Tegu T'(x1,...,x,) yra kriterijaus statistikos realizacija.
Apibrézimas. Tikimybé, kad kriterijaus statistika T, kai Hy teisinga, ne
mazesne uz stebimg realizacija t*, vadinama p-reiksme.

p= P(T >1%), kai H teisinga.

Kartais p—reiksSmés vadinamos uodegos tikimybémis. Pagal p-reikSme galime
is karto formuluoti iSvada apie tikrinama hipoteze. Tegu « yra reikSmingumo
lygmuo, o p yra p-reiksSme.

1. Jei p < «, tai hipotezé Hy atmetama,
2. Jei p > «, tai hipotezé Hy neatmetama.

Suprantama, kad, jei p < a, musy statistikos realizacija pateko j kritine sritj,
todél atmetame nuline hipoteze.

e g

Ohserved data

4 pav.: Reiksmingumo lygmuo ir p-reikSmeé.



