2 Paskaita. Suderintieji, nepaslinktieji ir
maziausios dispersijos jverciai.

2.1 Suderintieji jverciai

Vienas i$ pagrindiniy matematinés statistikos uzdaviniy yra nezinomuy pasi-
skirstymo parametry jvertinimas. Nezinoma parametra 6 reikia jvertinti, re-
miantis imtimi X = (X1, Xs,...,X,,). Kiekvieng realigja statistika 0(X) =
é(Xl,XQ, ..., X,,) vadinsime parametro @ jverciu. Zinoma, ne kiekviena sta-
tistika tiks tam reikalui. Ji turi buti kokia nors prasme artima nezinomojo
parametro reiksmei.

Isskirsime dvi R. FiSerio jvestas jverciy klases: suderintuosius ir nepaslink-
tuosius jvercius.

Tarkime, kad én(Xl, Xo, ... Xpn),n =1,2,... yra jver¢iy seka. Sakysime, jog
ji yra suderinta, jei kiekvienam £ > 0

P9(|9n(X17X2, ,Xn) — 9| > E) — O,

kai n — 00, t. y. On konverguoja j 6 pagal tikimybe. Tai reiskia, kad su
tikimybe, kiek norima artima 1, én(X ) kiek norima mazai skirsis nuo 6, jei tik
n bus pakankamai didelis. Paprastai ir kiekvienas 6,,(X) vadinamas suderintu.

Pavyzdys. Sakykime, stebime atsitiktinj dydj su nezinomu vidurkiu a € R.
Tada X = —(X; + X2 + ... + X,,) yra suderintasis parametro a jvertis.

Pavyzdgrs. Jei stebimasis atsitiktinis dydis turi zinoma vidurkj a, bet nezi-
noma dispersija o2, tai statistika

n

S§ = 1 > (Xk —a)?

k=1

3

yra suderintasis o2 jvertis.
Pavyzdys. Jei stebimasis atsitiktinis dydis su nezinomu vidurkiu a, ir taip
pat nezinoma dispersija o2, tai statistika
1 — -
§% =) (X — X)?

k=1

3

yra suderintasis o jvertis. Irodysime §j teigini.
1 — _ 1 — - -
8% = =3 (=)= (X —a)? = = 3 (X —a)* (X —a)* = §F— (X —a)”.
k=1 k=1

Todél
fﬂﬁ—fQQSPWrwaZ?+HW—MZVéﬁQ

kai n — oo.



2.2 Nepaslinktieji jverdiai

Sakykime, turime realigja integruojamaja statistika 0(X) = (X1, Xa, ..., Xn),
kuria norime jvertinti nezinoma parametra 6§ € ©. Dydj Egé(Xl, Xo, .., X)) —0
naturalu vadinti jvercio poslinkiu, arba sistemine paklaida. Jei visiems 6 € ©

Eol(X1, X, ..., X)) =0,

tai sakome, kad jvertis 6 yra nepaslinktas.
Pavyzdys. X yra nepaslinktasis nezinomo vidurkio a jvertis, nes

i EXk = a.
k=1

Pavyzdys. Jei atsitiktinis dydis turi zinoma vidurkj a, bet nezinoma dis-
persija o2, tai statistika

EX =

S|

n

2= =3 (X —a)?

k=1

3

yra nepaslinktas o2 jvertis. I$ tikryjy,

ESE = ! Y E(Xi—a)’ =0
n
k=1

Pavyzdys. Tarkime, kad atsitiktinis dydis turi nezinoma vidurkj a € R, ir
taip pat nezinomg dispersija o2, tai statistika

n n 2
g2 %Z(Xk —a)? - (% S (X - a))

- % <1—%) Z(Xk—a)z_% Y (X - a)(X - a).

k=1 1<j<k<n

ES? = (1 — l) 2.
n

Taigi S? néra nepaslinktas o? jvertis. Kuo maZesnis n, tuo didesnis poslinkis
(kai n = 2, ES? = ¢2/2. Dideliems n tas poslinkis yra nedidelis: jis konverguoja
i nulj, kai n — oo. Todél sakoma, kad jvertis S? yra asimptotiskai nepaslinktas.
Pastebésime, kad

Is cia

n

1 _
2= g2 3 (X5 - X)?

n—1 n—1
k=1

yra nepaslinktasis o2 jvertis.



2.3 Maziausios dispersijos jverciai.

Tam paciam nezinomam parametrui jvertinti galime sudaryti daug nepaslinkty-
ju iverciy. Matéme, kad X yra nepaslinktasis vidurkio a jvertis. Imkime kokius
nors pastovius skai¢ius g1, qa, - . . , gn, tenkinancius salyga ¢ +q2 4+ ... +¢qn = 1,
ir sudarykime statistika

V=gXi+¢@Xo+...+¢X,.

Kadangi
EV = ZQkEXk = (IZ% =a,
k=1 k=1

tai V yra taip pat nepaslinktasis a jvertis. X yra specialus jo atvejis, kai ¢; =
q2 = ... = qn = —. lvairiai parinkdami skaicius qi, g, ..., g, galime gauti be
galo daug neiinofrllo parametro a jverciy. Kuris i§ ju geriausias?

Jei turime du nezinomo parametro 6 jvercius, tai naturalu laikyti geresniu
ta, kurio reikSmés yra maziau issibarsciusios apie parametrg 6. ISsibarstymo
mata galime parinkti jvairiai. Patogus ir dazniausiai vartojamas yra antrasis
momentas F (é —0)2. Jei jvertis 0 yra nepaslinktasis, tai tas dydis yra jvercio
dispersija. Kiekvienam 6y € © pazymékime Hy, klase visy nepaslinktyjy 6
iverc¢iy T = T'(X), turiné¢iy dispersija. Sakome, kad 0 jvertis T'(0) turi lokaliai
maziausiq dispersijq taske 6 = g, jei visiems T € Hy, teisingos nelygybeés

E(To — 60)* < E(T — 6)*.
Jei visiems 6 € O ir visiems T € Hy teisingos nelygybeés
E(Ty — 0)* < E(T — 0)?,

tai sakysime, kad jvertis T'(0) turi tolygiai maZiausiq dispersijq.
Tegu 0, ir 6, yra du nepaslinktieji 6 jverciai. Tuomet 6, yra efeklyvesnis uz
ég, jeigu
Dél < Dég
Tarkime, du kartus stebime atsitiktinj dydj X, kurio vidurkis FX = pu, o dis-
persija DX = o2. Imtis (X1, X32). Sudarome du p jveréius: 1 = Xi,fio =
(X1 + X3)/2. Abu $ie jveréiai yra nepaslinktieji. Taciau Dji; = DX = o2,

1 2 2 2
Djiz = 7(DX1 + DXs) = % =7

t.y., fi2 yra efektyvesnis uz fi;.

Iverciai, tiesiskai priklausantys nuo Xi,...,X,, ty,. T = a1 X3 + ... +
anXn,ai, ...,a, € R, vadinami tiesiniais. Tiesinis nepaslinktasis jvertis, efek-
tyvesnis uz kitus tiesinius jvercius, vadinamas geriausiu tiesiniu nepaslinktuoju
werciu (angl. BLUE - Best Linear Unbiased Estimator). Is visy nepaslinktu
tiesiniy vidurkio jveréiu V =3 ¢; X;, > ¢; = 1, geriausias tiesinis nepaslinktasis
jvertis yra X.



2.4 Iverciy sudarymo metodai

Ivercius galime sudaryti jvairiais budais. Taciau ne visi bet kaip sudaryti jverciai
bus tinkami. Istoriskai pirmasis i dviejy metody, kuriuos nagrinésime, yra
vadinamasis momenty metodas, pasitlytas P. CebySevo 1887 m. Tarkime, kad
pasiskirstymy klase {Fy,0 € ©},0 € R® priklauso nuo vektorinio parametro
(01,...,05) ir tie pasiskirstymai turi s pirmyju momenty a,(61,...,0s),r =
1,...,s. Imame pirmuosius s empiriniy momenty A,,r = 1,..., s ir prilyginame
juos atitinkamiems teoriniams momentams. Gauname s lyg¢iy su s nezinomuyju
sistema.
A, =ap(bh,...,0s),r=1,...,s.

Spresime ja 61, ..., 05 atzvilgiu. Jei sprendiniai 0, = éT(Xl, X)) r=1,...,8
egzistuoja, tai juos ir laikysime parametry 64, ..., 0, iverciais. PaaiSkinsime §j
metoda pavyzdziu.

Pavyzdys. Tarkime, kad stebimasis atsitiktinis dydis yra pasiskirstes pagal
normalyji désnj N(a,c?) su nezinomais parametrais a € R ir o > 0. Imkime
pirmajj pradinj ir antraji centrinj momentus, lygindami teorinius ir empirinius

momentus B
X =a,
S2 — 0.2

I5 karto gauname a ir o2 jveréius X ir S2. Momenty metodas yra labai papras-
tas, bet ji taikant, ne visada galima gauti gerus rezultatus. Daznai gaunami
suderintieji jverciai, bet jie néra nepaslinktieji.

Geresni jverciai gaunami didziausio tikétinumo metodu, pasiulytu R. Fiserio
1912 m. Remiasi tikétinumo principu: nezinomas parametras § € © parenkamas
taip, kad prie parinktos jo reikSmeés buty labiausiai tikétina tai, kas jvyko (t.y.
stebétos imties (X7i,...,X,) reikdmés). Taip parinkta parametro 6 reiksmeé
vadinama didziausio tikétinumo jverciu.

Tarkime, kad stebimas skirstinys { Py, 6 € ©},© € R* priklauso nuo vekto-
rinio parametro (61, ...,0s) ir pasiskirstymo tankio funkcija yra pg, t.y.

po(z) = po(x1)...po(Tn).
Visiems 6 € © ir x € R"™ su salyga pg(x) > 0 apibrézkime funkcijas
h(@, I) = pG(Il) e 'pG(xn)v 1(03 I) = lnh(ea I) = IDPG(II) ot hlpe(In),
Funkeija H(0) = H(0,X) = po(X1) ...po(X,), vadinama tikétinumo funkcija.
Nagrinéjamas ir jos logaritmas L(0) = L(6,X) = Inpe(X1) + ... + Inpe(X,).
h(0,z) ir I(0,x) yra ju realizacijos. Jei egzistuoja statistika 6 = 0(X1,..., X,),

tenkinanti salyga

1(0) = max(6),

tai ji vadinama parametro 0 didZiausio tikétinumo gverciu. Didziausio tikétinu-
mo jvertis yra vadinamuyjy didziausio tikétinumo, lygciy
OH (0)
00,

)=0,r=1,...,s,



arba

OL(0)
00,
sprendinys. Daznai tos lygtys turi tik vieng sprendinj.
Pavyzdys. Tarkime, kad stebimasis atsitiktinis dydis, turintis Puasono
skirstinj su nezinomu parametru A > 0. Tada tikétinumo funkcija

)=0,r=1,...,s,

)\X1+~»+Xn
€
Xqlo X!

—An

H(\) =

L) ==+ (Xelnd—In X,!).
k=1

Diferencijuodami pagal A\, gauname didziausio tikétinumo lygtj

n

0L 1

Is jos randame didziausio tikétinumo jvertj, kuris yra efektyvusis A\ jvertis.
A=X.

Pavyzdys. Panagrinékime normalyji désnj N(a,o?) su zinomu o > 0, bet
nezinomu parametru a € R. Tikétinumo funkcija

1" 1 o
H(a)=|—= ——— ) (Xr—a)
(a) <0’\/27T> 20 ;; i
ir jos logaritmas
1 n
L():—nln(a\/ —2—; k—a

Didziausio tikétinumo lygtis yra
n

%Z%Z(Xk—a)zo.

da o
k=1

IS jos randame didziausio tikétinumo jvertj
a=X.

Pavyzdys. Jei turime normalyji désnj A (a, 0?) su Zinomu a, bet neZinomu o2,

tai diferencijuodami tikétinumo funkcijos logaritma

1 n
L(c?) = —gln(Zﬂ'a ~ 52 Z (X —a)
k=1



pagal 02, gauname didziausio tikétinumo lygti
oL n 1 «
do? 202 204 ;( k= a)
I8 jos gauname didziausio tikétinumo jvertj
2
=5;.

Pavyzdys. Jei turime normalyjj atsitiktini dydi N (a,0?) su abiem nezinomais
parametrais a € R ir o > 0, tai iSdiferencijave tikétinumo funkcijos logaritma
pagal a ir 02, gauname lygéiy sistema

oL 1 ¢
_ZEZ(X’“_@):O’
k=1

Oa

OL n 1 <

g _ " 2 (Xp —
Oo? 2a2+2 kg k a

IS pirmosios lygties

=X.

IS

Irase §j sprendinj j antraja lygtj, gauname

oL n 1 &
—_— = — e _X - 0-
Oo? 202 + 204 kg k

IS jos
52 = 2.

Efektyvieji a ir 02 jverciai yra X ir S7. Pastebésime, kad didziausio tikétinumo
iverciai, kai patenkintos gana bendros salygos, yra asimptotiskai efektyvus.



