11 Paskaita. Logistiné regresija.

11.1 Logistinés regresijos modelis

Isnagrinékime regresija tuo atveju, kai priklausomas kintamasis Y jgyja tik 2
reikSmes — 0 ir 1. Taip galima perkoduoti bet kokj dvireiksmj kintamajj. Tokie
uzdaviniai iskyla, kai norime atsakyti j klausimus, pvz.,

e pagal paciento svorj ir kraujo parametrus norime suzinoti, kiek tikétina,
kad jis susirgs diabetu;

e pagal testy rezultatus norime suzinoti, kiek tikétina, kad kompiuteriui
prireiks remonto;

¢ zinodami rinkéjo amziy, pajamas ir issilavinimg norime jvertinti tikimybeé,
kad jis balsuos uz tam tikra kandidata j prezidentus.

Visiems Siems uzdaviniams spresti, kai priklausomas kintamasis yra dvireiksmis,
yra naudojama logistiné regresija. Kategorinio kintamojo reiksmiy prognozavi-
mas tam tikra prasme yra klasifikavimo uzdavinys.

Tarkime, kad stebimos nepriklausomy kintamyjy reikSmeés X7 = z1;,..., Xg =
Tk Tuomet dauginés regresijos modelj galime uzrasyti taip:

Yi =a+bixy + baxo; + ...+ brprs + €4, (1)

¢ia Y; yra atsitiktinis dydis, galintis jgyti reikSmes 0 arba 1 su tikimybémis
P, =1)=p;,P(Y; =0) =1—p;, o ¢ yra atsitiktiné paklaida. Modelis (1)
netinka prognozuoti dvireikSmiam kintamajam Y dél keliy priezasé¢iy. Pirmiau-
sia, duomenis netenkina tiesinés regresijos prielaidy. IS tikryjy, Y (tuo paciu ir
;) gali jgyti tik 2 reikSmes, todél netenkinama normalumo prielaida. Tiesinéje
regresijoje prognozuojamas kintamojo Y vidurkis. Kadangi FY; = p;, tai prog-
nozuotume tikimybe P(Y; = 1), tuo tarpu desinioji regresijos lygties (1) puse
gali jgyti reikSmes ir uz intervalo [0, 1] ribu.
Logistinés regresijos modelis yra:
e*

Pi= T =a+ b1z + baxo; + ...+ brT, (2)

Akivaizdu, kad p; € [0,1]. I8 lygties (2) iSreiSkiame

. fip‘ =exp(a + bix1; + bawo; + ... + brag;) = exp(z;), (3)
K3
In pip =a+ bix1; +boxo; + ...+ bpxrr; = 2;. (4)
— i
PY, =1 ;
Tikimybiy santykis (Y ) — P jadinamas galimybe jvykti jvykiui

Y; =1 (angl. odds). Pavyzdziui, jei p; = 0,25, tai p;/(1 — p;) = 0,25/0,75 =



1/3, t.y. galimybeé Y; jgyti reiksme 1, o ne 0 vertinama kaip 1 ir 3 santykis. Cia
mes nesakome, kad tikimybé laiméti rungtynes yra 0,7, o sakome, kad galimybé
laiméti rungtynes vertinama, kaip 7 : 3. Ivykio Y galimybé jvykti yra didesné
uz 1 tada ir tik tada, kai

PY=1)>PY =0).

Pi
1—p;
tamujy 1;, .. ., Tk; reikSmiy priklauso tiesiskai (zr. (4)). Taigi logistinéje reg-
resijoje matematinis modelis sudaromas ne paciam priklausomam kintamajam
Y, o jo tikimybiy santykio logaritmui (logit funkcijai). Kai z; — —oo,p; = 0.
Kai z; — oo,p; = 1. Kai z; = 0,p; = 0,5. Logistinéje regresijoje nereikalau-
jama paklaidy normalumo, homoskedastiskumo, tac¢iau modelis (2) gali netikti
prognozavimui dél kintamyjuy X; multikolinearumo. Kintamieji X; gali buti ne
tik intervaliniai, bet ir kategoriniai.

Galimybeés logaritmas z(z;) = In (dar vadinamas logit funkcija) nuo kin-

1.0+
= 0.5
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1 pav.: Logistinés ir paprastosios tiesinés regresijos modeliai

Tarkime, kad stebimi duomenys (y;, 14, ..., Txi),i = 1,2,...,n. Ciay; yra0
arba 1, o x4, ..., Tk; — intervaliniy arba kategoriniy kintamyjy reikSmeés. Para-
metry a, by, . . ., by jvercius a, by, ..., by, reikia parinkti taip, kad modelis (2) bty
kuo geriau suderintas su turimais duomenimis. Siam tikslui taikomas didziau-
sio tikétinumo metodas. Kiekvienam stebéjimui pagal (2) formule skaic¢iuojama
tikimybé p;. Parametry jverciai &,31, .. .,Bk parenkami taip, kad tikétinumo

funkcija
L= H bi H(l—Pz‘) (5)

y;=1 3:y; =0

biity maksimali. Cia

2;
i = ﬁ,fz :d+131w1i+l;2x2i+...—|—l;kxki. (6)
Tuomet gauti koeficientai naudojami Z taip pat ir tikimybeés jverciui p skaiciuoti
esant pradiniy duomeny vektoriui & = (z1,...,zx):
ef(f) R R R



Zinoma, tikimybeés jverciai skai¢iuojami tik tokioms x reik§meéms, kurios patenka
i duomeny aibés intervala, t.y., pvz., 1 turi buti i§ intervalo [min z1;, max x1,].

Pavyzdys. Nagrinékime 24 studenty jskaitos duomenis. Priklausomas kin-
tamasis Y = 1, jei studentas gavo jskaita, ¥ = 0, jei studentas jskaitos nega-
vo (atitinkamas kintamasis Y pavadintas Islaike). Intervalinis nepriklausomas
kintamasis Prat reiskia, kiek praktiniy uzsiémimy dirbo studentas, dvireiksmis
kintamasis Kalb reiSkia, ar studentas iki sesijos ko nors klausé déstytojo (1 —
klausé, 0 — neklausé):

Islaik O |O |O O |O OO |OjJO|O]JO T |1 |1 |1 |1 |1 |1 |1 |1 |1 |1]|1]|1
Kalb O O |OjO|O |1 |1 |1 |1 |1 |1 |00 |O |1 |1 |1 |1 |1 |1 |1]0]O
Prat | 19] 17| 13| 15| 19| 21| 17| 18| 23| 15| 13| 26| 30| 19| 22| 21| 24| 28| 30| 27| 21| 24| 20| 16

Ivertinsime tikimybe, kad islaikys jskaita studentas, kuris pratybose dirbo
19 valandy, ir klausé déstytojo. R pagalba jvertinsime koeficientus a, by, bs:

> dfl1%kalb <- relevel(df1$kalb, ref = "1")
> modelis <- gIm(Islaike ~ Kalb+pPrat,data=dfl,family="binomial™)
> summary(modelis)

call:
gim(formula = Islaike ~ kalb + prat, family = "binomial", data = df1)

Deviance Residuals:
Min 1q Median Ely] Max
-1.70639 -0.50710 0.07332 0.62691 1.83483

coefficients:
Estimate std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) -12.3711 5.6633 -2.184 0.0289 *

kalb0 1.4592 1.3760 1.060 0.2889

Prat 0.5896 0.2643 2.231 0.0257 *

signif. codes: 0 ‘#*#%' 0,001 ‘**' 0.01 ‘*' 0.05 ‘. 0.1 * " 1

2 pav.: Logistinés regresijos koeficienty jverciai

Taigi galime uzrasyti z formule:
z=—12,371+ 1,459 - Kalb+ 0,590 - Prat,
Jei Kalb =1, o Prat = 19, tai z = 0,289. Pagal formule (2) apskaic¢iuojame
P(Islaike = 1](19,1)) = exp(0,289)/(1 + exp(0,289)) = 0,574.

11.2 Koeficienty interpretacija

Jei kintamasis yra intervalinis, tai atitinkamas koeficientas b parodo, kiek padi-
déja (sumazéja) z(z) reikSme (t.y. galimybés logaritmo reiksmeé), jei x; padidéja
vienu vienetu, o likusieji z-ai yra fiksuoti. Pavyzdziui, jei Kalb =1, o Prat =
20, tai z = 0,888, P(Islatke = 1](20,1)) = exp(0,888)/(1 + exp(0,888)) =
0,708. Palyginus su Kalb =1, o Prat = 19, galimybés logaritmo reiksmé padi-
déjo 0,888 — 0,289 = 0, 59.

Kategoriniy kintamuyjy atveju skirtingoms x; reikSméms gaunamos skirtin-
gos galimybiy logaritmo formulés. Tuomet skaiciuojamas galimybiy santykis



~

exp(b;) (angl. odds ratio), kuris parodo, kaip kinta Y galimybé jgyti reiksme 1.
Studenty, kurie klausé déstytojo, galimybé gauti jskaita yra

( P(Y = 1|Prat)

— eap(—12.371 + 1,459 - 1 + 0,590 - Prat).
1—P(Y:1|Pmt))Kalb1 exp(=12,371 +1, +0 rat)

Studenty, kurie neklausé déstytojo, galimybé gauti jskaita yra

P(Y = 1|Prat)
= —12,371 41,459 - 0 4 0,590 - Prat).
(1 - P(Y =1[Prat) ) x.p—o el i i e
Tuomet galimybiy santykis yra

P(Y = 1|Prat) ] P(Y = 1|Prat)
1—-P(Y =1|Prat) ) o1 \1—P(Y =1|Prat)

) = exp(1,459) = 4, 302.
Kalb=0

Nesunku jsitikinti, kad galimybiy santykis didesnis uz vieneta tik tada, kai ati-
tinkamas koeficientas b teigiamas. Studentas, kuris uzdavé déstytojui klausima,
padidino galimybe gauti jskaita 4, 3 karto. Koeficientg prie kintamojo Prat ga-
lima interpretuoti taip: viena papildoma praktiniy uzsiémimy valanda padidina
galimybe gauti iskaita exp(0,59) = 1,8 karto.

Pavyzdziui, jei Kalb = 1, o Prat = 20, tai P(Islaike = 1|(20,1)) = 0, 708.
Tuomet galimybé gauti jskaita yra 0,71/(1 — 0,71) = 2,45, t.y. galimybeé
vertintina kaip 2,45 : 1. Jei studentas dirbty 21 praktine valanda, jis sa-
vo galimybe padidinty 1,8 karty: 2,45 - 1,8 = 4,4. Is tikryjy, tuomet buty
z = 1,478, P(Islaike = 1](21,1)) = 0,814, galimybé gauti jskaita 0,814/(1 —
0,814) = 4, 4.

11.3 Klasifikavimas
Zinodami P(Y = 1|#) duomenis klasifikuojame pagal tokia taisykle:
e Jei P(Y = 1|Z) > 0,5, tai prognozuojame, kad ¥ = 1;
e Jei P(Y = 1|Z) < 0,5, tai prognozuojame, kad ¥ = 0;
o Jei P(Y = 1|Z) = 0,5, tai Y reik¥mé nustatoma metant moneta.

Prognozuojama labiausiai tikétina Y reiksmé. Logistinéje regresijoje progno-
zuojame tikimybes ir pagal jas nustatome, kad Y = 1 arba Y = 0. Taip dary-
dami mes suklystame arba nesuklystame. Vertinant logistinés regresijos modelj
prasminga kalbéti ne apie liekamasias paklaidas, bet apie teisingy prognoziy
procenta. R pagalba galime atspausdinti vadinamaja klasifikacing lentele (Zr.
pav. 3), kurioje pateiktos duomeny y; reikSmeés (eilutése) ir prognozuojamos y;
reiksmeés (stulpeliuose). Pagal gautus klasifikavimo rezultatus apskai¢iuojami
klasifikavimo jautrumas, specifiSkumas ir tikslumas. Klasifikavimo jautrumas



nusako galimybe teisingai prognozuoti jvykj Y; = 1 naudojantis sudaryta logis-
tinés regresijos lygtimi, specifiskumas — jvyki Y; = 0, klasifikavimo tikslumas
nusako teisingai klasifikuoty visy jvykiy nuosimtj.

Is 11 jskaitos negavusiy studenty 7 buvo klasifikuoti teisingai, tai sudaro
63,6% visy, negavusiy jskaitos. Sis skai¢ius vadinamas modelio specifiskumu.
IS 13 jskaita gavusiy studenty 12 buvo klasifikuoti teisingai, tai sudaro 92,3%
i§ visy, gavusiy jskaita. Sis skai¢ius vadinamas modelio jautrumu. Bendras
teisingai klasifikuoty studenty procentas yra 79,2. Naturalu reikalauti, kad
teisingai prognozuotume ne maziau kaip 50% visu kiekvienos kategorijos atveju.
Atkreipkime démesj j tai, jog logistine regresija galima taikyti tik jei y; = 0
sudaro ne maziau nei 20% ir ne daugiau nei 80% visy stebéjimy.

= predict =- predict(modelis, type = 'response’)
= table(df1$1slaike, predict = 0.5)

FALSE TRUE
0 7 4
1 1 12
# Sensitivity
12/13

1] 0.9230769

# specificity

7/11

] 0.6363636

# AcCcuracy

= (7+12) /(7+4+1+12)

[1] 0.7916667

= sensitivity(Islaike, predict, threshold
[1] 0.9230769

= specificity(Islaike, predict, threshold = 0.5)
[1] 0.8363636

>
>
[
>
>
[1
>

0.5)

3 pav.: Logistinés regresijos prognozés tikslumo parametrai - jautrumas (sensi-
tivity), specifiskumas (specificity) ir viso modelio tikslumas (accuracy).

11.4 Modelio diagnostika

Modeliui jvertinti galima taikyti x? suderinamumo kriterijy, kuris tikrina, ar
bent vienas i$ koeficienty b; yra reikSmingas:

Hoiblzbgz...:bkzo,
H; : bent vienas b; # 0.

Tarkime, kad didziausio tikétinumo metodu radome parametrus a, b}, 1=1,2,...,k,
istatéme juos | tikétinumo funkcijos L formule (5) ir gavome Sios funkcijos mak-
simumg L(a,b). Tarkime dabar, kad pasirinkome logistinés regresijos modelj,
kur visi b; = 0, t.y. z; = a. Tuomet didziausio tikétinumo funkcijos maksimuma
pazymékime L(&,0). x? kriterijus remiasi tuo, kad L(d,l;) mazai skiriasi nuo
L(a,0), kai visi b; = 0. Kriterijaus statistika:

x? = —2In L(a,0) + 21n L(a, b).



Nuliné hipotezé atmetama (bent vienas b; # 0), kai x? > x2 (k). Cia x2 (k) yra
x? skirstinio kritiné reiksmeé. Jei atitinkama p-reik§mé maZesné uz pasirinktg
«, nuliné hipotezé atmetama.

Jei duomeny néra daug, vietoje x? galima taikyti jo analogg — Chosmerio-
Lemesou kriteriju.

Voldo kriterijus (angl. Wald) yra Stjudento kriterijaus tiesinéje regresijoje
analogas, jis tikrina hipotezes apie atskiry koeficienty b; reikSminguma:

}10 :bi:::O,
f{12 bi 75 0.

Jei atitinkama p-reikSmé mazesné uz pasirinkta «, nuliné hipotezé atmeta-
ma. Modelio tinkamumui galima naudoti pseudodeterminacijos koeficientus —
Makdafeno, Kokso-Snelo, Nagelkerkés. Reikéty, kad visy Siy koeficienty reiks-
més buty nemazesnés nei 0,2. Pav. 4 matome testy rezultatus. Chi kvadratu
testo p-reiksmé labai maza, taigi yra bent vienas reikSmingas regresijos koefi-
cientas. IS antros lentelés matome, kad reikSmingas yra koeficientas prie Prat,
koeficientas prie kintamojo Kalb néra reikSmingas. Visy pseudodeterminacijos
koeficienty reikSmeés nemazesnés nei 0,2.

> anova(modelis,
update(modeTlis, ~1), #Misy modelj lyginame su nuliniu modeliu
test="Chisq")

Analysis of Deviance Table

Model 1: Islaike ~ Kalb + Prat
Model 2: Islaike ~ 1

Resid. Df Resid. Dev Df Deviance Pr(>Chi)
1 21 18.601
2 23 33.104 -2 -14.503 0.000709 ===
> library(car)
> Anova(modelis, type="II", test="wald")
Analysis of Deviance Table (Type IT tests)

Response: Islaike

pf cChisg Pr(=Chisq)
Kalb 1 1.1246 0.28892
Prat 1 4.9780 0.02567 =

> library(rcompanion)
> nagelkerke(modelis)
$Models

Model: "glm, Islaike ~ Kalb 4 Prat, binomial, dfl”
Null: "glm, Islaike ~ 1, binomial, dfl"”

$Pseudo.R.squared. for.model.vs.null
Pseudo.R.squared

McFadden 0.438109
Cox and Snell (ML) 0.453544
Nagelkerke (Cragg and Uhler) 0.606135

JLikelihood.ratio.test
Df.diff LogLik.diff Chisg p.value
-2 -7.2516 14.503 0.00070902

4 pav.: Modelio adekvatumo kriterijai ir pseudodeterminacijos koeficientai.



11.5 ROC kreives. AUC plotas.

ROC (angl. Receiver operating characteristic) kreives grafiskai parodo, ar lo-
gistinés regresijos modelis yra geras, kai jo sprendimo priémimo slenkstis kinta.
ROC kreivé bréziama atvaizduojant true positive rate (TPR) arba jautruma Y
aSyje ir false positive rate (FPR) arba 1- specifiskuma X asyje jvairioms slenks-
¢io reikSméms. Pavyzdziui, iS pav. 5 lentelés galime apskaiciuoti true positive
rate.

TP TP 100
TPR = = =— =0,95.
actual yes TP+ FN 105 ’
Dabar apskaiciuojame false positive rate.
FP FP 1
FPR = _ 10 =0,17.

actual no - FP+TN ~ 60

Geriausias galimas prognozavimo metodas apibudinamas tasku, esan¢iu ROC
erdveés virSutiniame kairiajame kampe arba koordinatéje (0,1), t.y. 100% jaut-
rumas (néra false negatives) ir 100% specifiskumas (néra false positives). Atsi-
tiktinis spéliojimas atitinka taskus iSilgai jstrizainés (vadinamosios nediskrimi-
navimo linijos) nuo apatinio kairiojo iki virSutinio desiniojo kampo (Zr. 6 pav.)
Intuityvus atsitiktinio spéliojimo pavyzdys yra monetos metimas sprendimui
priimti. Istrizainé padalija ROC erdve i dvi dalis. Taskai, esantys virs jstrizai-
nés, yra geri klasifikavimo rezultatai (geriau nei atsitiktiniai); taskai, esantys
Zemiau linijos, rodo blogus rezultatus (blogiau nei atsitiktinai). Kuo auks¢iau
diagonalés yra kreivé, tuo geriau. Svarbus modelio "gerumo" rodiklis yra taip
vadinamas plotas po kreive arba AUC (Area under the curve). AUC svyruoja
nuo 0 iki 1, o neinformatyvaus klasifikatoriaus AUC lygus 0,5.

Predicted: | Predicted:
n=165 NO YES
Actual:
NO TN =50 FP =10 60
Actual:
YES FN=5 TP =100 105
55 110

5 pav.: Klasifikaciné lentelé (angl. confusion matrix).

Musy nagrinéto pavyzdzio ROC kreivé ir AUC pavaizduoti pav. 7.

Atsakykime j klausima: kas pasikeis, kai pakeisime klasifikavimo slenkstj?
Tarkime, mes padidiname slenkstj. Tuomet kai kurie stebéjimai, kurie anksc¢iau
buvo klasifikuojami i teigiama klase (arba Y = 1), dabar bus prognozuojami
kaip neigiamos klasés nariai (arba Y = 0). Taigi teigiamy prognoziu skaicius
sumazéty — tai reiskia, kad arba sumazés TP (true positives), arba sumazés FP
(false positives) arba sumazés abu TP ir FP. Kaip tai paveikty jautruma (TPR)?
Jautrumo skaitiklis yra TP, taigi skaitiklis gali sumazéti. Kas atsitinka su jaut-
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6 pav.: ROC kreives.
predict <- predict(modelis, type = 'response')
Tibrary(ROCR)
ROCRpred <- prediction(predict, dfifislaike)
ROCRperf <- performance(ROCRpred, 'tpr’, 'fpr')
plot(ROCRperf, colorize = TRUE, text.adj = c(-0.2,1.7))
auc <- performance(ROCRpred, measure = "auc")|
auc <- auc@y.values[[1]]
auc
] 0.8881119
o |
o |
o
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o
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7 pav.: ROC kreive).
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rumo vardikliu? Vardiklis yra TP + FN, kuris i$ tikryjy yra bendras teigiamy
stebéjimy skaicius, kuris nepasikeis. Taigi, didinant slenkstj, jautrumas sumazé-
ty arba nesikeisty. Dabar supraskime, kaip tai paveikty FPR=1-specifiskuma.
1-specifiskumo skaitiklis yra FP, todél skaitiklis gali sumazéti. Sios trupme-
nos vardiklis yra FP + TN, kuris i$ tikryjy yra neigiamuy stebéjimy skaicius,
kuris likty nepakites. Taigi, didinant slenkstj, 1-specifiSkumas sumazéty arba
nesikeisty. Atitinkamai specifiSkumas padidéty arba nepasikeisty. Taigi ROC
kreive faktiskai yra lauzté, kuri leidzia pasirinkti priimting mums slenkst;j.



