
8 Simplekso metodas8.1 Tiesin
es funkcijos ekstremumas i²kilojoje aib
eje8.1 Apibr
eºimas. Erdv
es Rn poaibis G vadinamas i²kil¡ja aibe, jei pasirinkus betkuriuos du tos aib
es elementus x′ ir x′′ ir realu�ji� skai£iu� t ∈ [0, 1], elementas tx′+(1− t)x′′taip pat priklauso aibei G. Elementai vadinami ta²kais, o ta²ku� aib
e tx′ + (1− t)x′′ =
[x′, x′′] � atkarpa, jungian£ia ta²kus x′ ir x′′.8.1 Teorema. Suderintos tiesiniu� lyg£iu� sistemos neneigiamu� sprendiniu� aib
e yra i²kiloji.8.2 Apibr
eºimas. Aib
es G ta²kas x0 vadinamas jos kra²tiniu ta²ku, jei n
era ta²ku� x′ ir
x′′, priklausan£iu� aibei G, su kuriais x0 ∈ (x′, x′′), £ia (x′, x′′) = tx′ + (1− t)x′′, 0 < t < 1.Jei aibei G priklauso visi kra²tiniai ta²kai, tai ji vadinama uºdara aibe.8.2 Teorema. Suderintos tiesiniu� lyg£iu� sistemos neneigiamu� sprendiniu� aib
e yra uºdara.8.3 Apibr
eºimas. I²kilosios aib
es G elementas vadinamas tos aib
es ekstremumo ta²ku,jei jo negalima uºra²yti i²rai²ka tx′ + (1− t)x′′, kurioje 0 < t < 1, o x′ 6= x′′, x′, x′′ ∈ G.

n � mat
eje Euklido erdv
eje Rn elemento x = (x1, x2, ..., xn) ilgis |x| =
√
< x, x >(simboliu <,> paºym
eta skaliarin
e sandauga).8.4 Apibr
eºimas. I²kiloji aib
e G vadinama apr
eºta, jei visi jos elementai yra apr
eºtoilgio, t. y. | x |6 M, ∀x ∈ G.8.3 Teorema. Apr
eºtoje uºdaroje i²kilojoje aib
eje, turin£ioje baigtini� ekstremumo ta²ku�skai£iu�, kiekviena tiesin
e funkcija i�gyja minimali¡ reik²m¦ bent viename ekstremumota²ke.8.2 Kanoninio tiesinio programavimo uºdavinio leistinosios aib
es kra²tiniota²ko nustatymasNagrin
ekime kanonini� tiesinio programavimo uºdavini�:

min(c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn), kai






















a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2,

....... ..... ... ...... .......

am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm,

x1 > 0, x2 > 0, ... , xn > 0.8.5 Apibr
eºimas. Kanoninio tiesinio programavimo uºdavinio sprendiniu� aib
e vadinamaleistin¡ja aibe.8.4 Teorema. Kanoninio tiesinio programavimo uºdavinio leistinosios aib
es ta²kas x0yra kra²tinis tada ir tik tada, kai jis yra nagrin
ejamos tiesiniu� lyg£iu� sistemos bazinissprendinys.8.5 Teorema. Jei tiesinio programavimo uºdavinio sprendiniu� aib
e n
era tu²£ia, tai jojeyra bent vienas leistinosios aib
es kra²tinis ta²kas.



8.3 Simplekso metodas ir jo taikymo schema kra²tinio ta²ko optimalumuinustatytiIe²kokime tiesin
es funkcijos
f(x) = c1x1 + c2x2 + ...+ cnxnminimumo ta²ko tiesiniu� lyg£iu� sistemos

AX = Bneneigiamu� sprendiniu� aib
eje. �ia
A =









a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... s2n
... ... ... ...
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Tarkime, kad matricos A rangas yra lygus jos eilu£iu� skai£iui. Jei duotai sistemai ²iprielaida negalioja, tai mes j¡ galime pakeisti ekvivalen£ia tiesiniu� lyg£iu� sistema, kuriosrangas lygus sistemos lyg£iu� skai£iui.Apribojimu� sistem¡ para²ykime vektorine lygtimi:
n

∑

i=1

xiβi = β, £ia
βi =
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, β =
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.Jei neneigiamu� skai£iu� rinkinys (l1, l2, ..., ln) yra ²ios sistemos sprendinys, tai vektorius
β yra vektoriu� β1, β2, ..., βn tiesin
e kombinacija, t. y.

β =
n

∑

i=1

liβi, li > 0, i = 1, 2, ..., n.Pastaba. Simplekso metodu galima spr¦sti tik tokius tiesinio programavimo uºdavinius,kuriu� vektorin
eje i²rai²koje
β =

n
∑

i=1

liβi, li > 0, i = 1, 2, ..., ntarp koe�cientu� l1, l2, ..., ln yra ne maºiau kaip m teigiamu� koe�cientu�.Kaip jau ºinome i² tiesiniu� lyg£iu� sistemu� teorijos, toki� reikalavim¡ tenkina tiesiniu�lyg£iu� sistemos neneigiami baziniai sprendiniai. Vadinasi, funkcijos minimumo ie²kometiesiniu� lyg£iu� sistemos baziniu� sprendiniu� aib
eje.8.6 Teorema. Tiesiniu� lyg£iu� sistemos AX = B, kurios matricos rangas lygus joseilu£iu� skai£iui (rangA = m) ir kuri tenkina pastaboje suformuluot¡ s¡lyg¡, neneigiamassprendinys yra jos neneigiamu� sprendiniu� aib
es ekstremumo ta²kas tada ir tik tada, kaijis yra bazinis. Ekstremumu� skai£ius yra baigtinis.



Funkcijos minimumo ie²kosime leistinosios aib
es kra²tiniu� ta²ku� aib
eje. Jei patikrin-tume visus kra²tinius ta²kus ir tarp ju� rastume t¡ (tuos), kuriame (kuriuose) nagrin
ejamojifunkcija f(x) i�gyja maºiausi¡ reik²m¦, tur
etume nagrin
ejamo tiesinio programavimo uº-davinio sprendini� (sprendinius). Praktiniuose skai£iavimuose gali b	uti taikoma tokiaschema:
• pasirenkamas vienas kra²tinis ta²kas,
• sudaroma tikslo funkcijos maº
ejimo seka x0, x1, ..., xk, kurios paskutinis ta²kas ir yraoptimalus, t. y.

f(x0) > f(x1) > ... > f(xk),be to, du gretimi sekos nariai yra tos pa£ios leistinosios aib
es daugiakampio briaunosgalai.Remdamiesi pastaba, visus vektorius βj ir vektoriu� β i²reik²kime per bazinius βi1 , βi2, ..., βim :
βj =

m
∑

k=1

qikjβik , j = 1, 2, ..., n, (8.1)
β =

m
∑

k=1

likβik . (8.2)Kai j ∈ {i1, i2, ..., im}, galioja lygyb
es:
qikj =

{

1 , j = ik,

0 , j 6= ik,
, k = 1, 2, ..., m.Visos koordinat
es li1 , li2 , ..., lim yra teigiamos.Tarkime, kad x0 = (l01, l

0
2, ..., l

0
n), l

0
ik

> 0, k = 1, 2, ..., m, l0j = 0, j 6∈ {i1, i2, ..., im} yraekstremumo ta²kas (tiesiniu� lyg£iu� sistemos leistinosios aib
es kra²tinis ta²kas). Reikiarasti kra²tini� ta²k¡ x1 toki�, kad f(x1) < f(x0). Remdamiesi (8.1) ir (8.2) i²rai²komis,gauname:
βj =

m
∑

k=1

qikjβik , j = 1, 2, ..., n,

β =

m
∑

k=1

l0ikβik ,

qikik = 1, qikil = 0, l 6= k.Paºymime
zj =

m
∑

k=1

cikqikj, j = 1, 2, ..., n,

z0 = f(x0) =
m
∑

k=1

cik l
0

ik
.8.7 Teorema. Pagrindin
e simplekso metodo teoremaTarkime, kad z0 = f(x0), o x0 yra kanoninio tiesionio programavimo uºdavinio leisti-nosios aib
es kra²tinis ta²kas.Jei yra toks j0, kad cj0 − zj0 < 0, kai j0 6∈ {i1, i2, ..., im}, tai:



1) jei qikj0 6 0, tai minf(x) = −∞,2) jei qikj0 > 0, tai su bent vienu k egzistuoja toks kra²tinis ta²kas x1, kad f(x1) < f(x0).Jei su visais j 6∈ {i1, i2, ..., im} cj − zj > 0, tai minf(x) = f(x0).Toliau pateiksime simplekso metodo schem¡. Nemaºindami bendrumo, laikykime,kad i1 = 1, i2 = 2, ..., im = m, o x0 � leistinosios aib
es kra²tinis ta²kas. Tuomet tiesiniu�lyg£iu� sistemos AX = B kintamieji x1 > 0, x2 > 0, ..., xm > 0 yra baziniai kintamieji, okintamieji xm+1, xm+2, ..., xn � laisvieji kintamieji, t. y. xm+1 = xm+2 = ... = xn = 0. Tadatiesiniu� lyg£iu� sistemos koe�cientu� matric¡ galime suskaidyti i� dvi matricas. Matricos Gstulpeliai � baziniai vektoriai β1, β2, ..., βm, o matricos D � vektoriai βm+1, βm+2, ..., βn,o x0 = x0
G + x0

D. Tikslo funkcijos koe�cientu� vektoriu� taip pats suskaidome i� dvi dalis:
c = cG + cD. Tikslo funkcija yra vektoriu� c ir x skaliarin
e sandauga, t. y. f(x) = 〈c, x〉.Pradin¦ tiesiniu� lyg£iu� sistem¡ galime perra²yti taip:

GxG +DxD = B.Kai xD = 0, tai
GxG = B arba xG = G−1B.Taigi nor
edami patikrinti, ar ta²ke x0 tikslo funkcija f(x) i�gyja minimali¡ reik²m¦, turimei²nagrin
eti jos kitim¡ leistinu�ju� kryp£iu� ta²kuose, t. y. gretimuose kra²tiniuose ta²kuose,kurie gali b	uti uºra²omi pavidalu x = x0 + λs, £ia s � leistinosios krypties vektorius, o

λ > 0. Kadangi x � kra²tinis ta²kas, tai jis turi b	uti tiesiniu� lyg£iu� sistemos AX = Bbazinis sprendinys, t. y.
A(x0 + λs) = B, o x0 + λs > 0.Kadangi Ax0 = B, tai

As = 0.Vadinasi, leistinoji kryptis ta²ke x0 nustatoma vektoriumi s, kuris yra tiesiniu� lyg£iu�sistemos As = 0 sprendinys. Prisimin¦, kad A = G +D, x0 = x0
G + x0

D, o s = sG + sD,s¡lyg¡ x0 + λs > 0 perra²ome taip:
{

x0
G + λsG > 0,

x0
D + λsD > 0,

, λ > 0,o tiesiniu� lyg£iu� sistem¡ GsG +DsD = 0. Tuomet leistinoji kryptis ta²ke x0 yra
sG = −G−1DsD, sD > 0.Nor
edami patikrinti, ar kra²tinis ta²kas x0 yra optimalus, skai£iuojame skaliarinessandaugas 〈c, x0〉 ir 〈c, x〉 , x = x0 + λs, λ > 0 ir nagrin
ejame skirtum¡:
〈c, x〉 − 〈c, x0〉 = λ 〈c, s〉 .Jei 〈c, s〉 > 0, tai funkcija leistin¡ja kryptimi did
eja; jei 〈c, s〉 < 0 � maº
eja; jei 〈c, s〉 = 0� funkcija yra pastovi.Ta²kas bus minimumo ta²kas tik tuo atveju, jei visomis leistinosiomis kryptimis funkcijadid
es arba bus pastovi. �i s¡lyga gali b	uti uºra²yta ir tokiu pavidalu:

〈

cD − (G−1D)T cG, sD
〉

> 0, sD > 0.



Jei kra²tinis ta²kas x0 yra nei²sigim¦s, t. y. visos jo bazin
es koordinat
es didesn
es uº0, tai jis bus optimalus, jei
cD − (G−1D)T cG > 0.Jei bent viena kra²tinio ta²ko bazin
e koordinat
e lygi 0, tai ta²kas yra i²sigim¦s ir turi b	utitenkinama anks£iau pateikta s¡lyga.Vis¡ i²d
estyt¡ kra²tinio ta²ko optimalumo tikrinimo schem¡ papras£iau pateikti lentele([4]):
cD cm+1 ... cj ... cn

G cG x0
G Am+1 ... Aj ... An

β1 c1 x0
1 α1m+1 ... α1j ... α1n... ... ... ... ... ... ... ...

βi ci x0
i αim+1 ... αij ... αin... ... ... ... ... ... ... ...

βm cm x0
m αmm+1 ... αmj ... αmn

zD zm+1 ... zj ... zn
∆D ∆m+1 ... ∆j ... ∆nLentel
eje paºym
eta: G � matrica, sudaryta i² matricos A baziniu� stulpeliu�, cG � tikslofunkcijos koe�cientai prie baziniu� neºinomu�ju�, cD � lik¦ tikslo funkcijos koe�cientai, x0

G−−bazinio sprendinio nenulin
es koordinat
es, Aj = G−1βj, j = m + 1, ..., n, vektoriaus zDkoordinat
es zj yra skaliarin
es sandaugos 〈cD, Aj〉 , j = m+ 1, ..., n, o ∆D = cD − zD.Tuo atveju, kai ta²kas x0 n
era optimalus, t. y. yra tokiu� ∆j , j ∈ {m + 1, m +
2, ..., n}, kad ∆j < 0, tenka analizuoti kit¡ kra²tini� ta²k¡ x1 = x0 + λs ir sudarytisimplekso lentel¦. Leistinoji kryptis s nustatoma pagal £ia pateikt¡ simplekso lentel¦taip:

s =







−αij , kai i = 1, ..., i, ..., m,

1, kai i = j,

0, kai i = m+ 1, ..., j − 1, j + 1, ..., n.Tuo atveju, jei visi αij 6 0, tiesinio programavimo uºdavinys leistinojoje aib
eje nei�gyjaminimalios reik²m
es. Prie²ingu atveju turime nustatyti dar ir daugikli� λ > 0. Jis �maºiausias i² santykiu� x0

i

αij
. Kai leistinoji kryptis s ir daugiklis λ > 0 jau yra nustatyti,randame ta²k¡ x1 ir tikriname, ar jis yra optimalus.


