
9 Netiesin
es antrosios eil 
es dinamin
es sistemos9.1 Faziniai portretaiJei nagrin
ejame autonomin¦ dinamin¦ sistem¡
{

x′
1 = f1(x1, x2),

x′
2 = f2(x1, x2), (9.1)£ia f1(x1, x2) ir f1(x1, x2) yra ºinomos netiesin
es funkcijos, tai j¡ galime uºra²yti vektorineforma
−→
X ′ =

−→
f (

−→
X ). (9.2)Tuomet −→

X ºymi ta²k¡ fazin
eje plok²tumoje, o −→
X ′ � grei£io vektoriu� tame ta²ke. Tairei²kia, kad ta²kas −→X juda fazin
eje plok²tumoje −→
X ′ grei£iu sudarydamas sprendini�, t. y.trajektorij¡ −→

X (t).Kiekvienas fazin
es plok²tumos ta²kas gali b	uti nagrin
ejamas kaip atitinkama dinamin
essistemos pradin
e s¡lyga, tai tokiu b	udu suprantame, kad visa fazin
e plok²tuma yra pilnaiuºpildyta trajektorijomis. Min
etas trajektoriju� lygtis galima gauti sprendºiant dinaminessistemas. Daºnai tokias sistemas tenka spr¦sti skaitiniais metodais. Spr¦sti (9.2) galimalygiai taip pat, kaip ir vien¡ pirmosios eil
es diferencialin¦ lygti�, t.y. galime taikyti,pavyzdºiui, keturiu� pakopu� Rung
es-Kutos metod¡. Pateiksime ²io metodo vektorin¦form¡ (si	ulome pabandyti ²i� metod¡ pritaikyti netiesiniu� dinaminiu� sistemu� trajektorijomsgauti)
−→
K1 =

−→
f (

−→
Xi),

−→
Kl =

−→
f (

−→
Xi + τ

l−1
∑

i=1

bli
−→
Ki), l = 2, 3, ..., m,

−−→
Xi+1 =

−→
Xi + τ

m
∑

i=1

σi

−→
Ki.�ia τ = T

n
, ti = t0 + τ i, −→Xi =

−→
X (ti), i = 1, 2, ..., n, o b21 = 1/2, b31 = 0, b32 = 1/2,

b41 = 0, b42 = 0, b43 = 1, σ1 = 1/6, σ2 = 1/3, σ3 = 1/3, σ4 = 1/6.Ta£iau trajektoriju� lygtys m	usu� studiju� dalyko kontekste n
era i�domios. Mus dominatik kokybin
e sprendiniu� elgsena. Tod
el nagrin
edami fazinius portretus mes siekiame:
• nustatyti dinamin
es sistemos ramyb
es ta²kus, kuriuose −→

f (
−→
X ) =

−→
O ,

• periodiniu� sprendiniu� atveju nagrin
eti atsirandan£ias uºdaras orbitas,
• tirti trajektoriju� i²sid
estym¡ ramyb
es ta²ku� ir orbitu� aplinkoje,
• i²siai²kinti ramyb
es ta²ku� ir orbitu� stabilumo klausimus.9.2 Sprendiniu� egzistavimas ir vienatisAnks£iau tyrin
ejome dinamines sistemas nesidom
edami, ar dinamin
e sistema i² viso turisprendiniu�. Dabar suformuluosime i² Diferencialiniu� lyg£iu� ir ju� taikymo kurso ºinomosKo²i teoremos analog¡.



9.1 Teorema. Jei dinamin
es sistemos (9.2) de²in
es pus
es funkcija −→
f (

−→
X ) ir jos dalin
esi²vestin
es visu� kintamu�ju� atºvilgiu ∂fi

∂xj
, i, j = 1, 2, ..., n yra tolydºiosios funkcijos atvirojejungiojoje erdv
es Rn srityje D ⊂ R

n, tai ²ioje srityje dinamin
e sistema (9.2) turi vieninteli�sprendini�, tenkinanti� pradin¦ s¡lyg¡ −→
X (0) =

−→
X0.Kitais ºodºiais sakant, ²i teorema tvirtina, kad dvi skirtingos dinamin
es sistemostrajektorijos niekada nesusikerta. �ioje vietoje galime pamin
eti i�domu� dalyk¡, susijusi� suuºdaromis orbitomis fazin
eje plok²tumoje. Jei kuri nors dinamin
es sistemos trajektorijaprasideda orbitos viduje, tai remiantis teorema ji ten ir lieka vis¡ laik¡. Jei orbitos vidujeyra ramyb
es ta²ku�, tai b
egant laikui ta trajektorija gali pasiekti vien¡ i² ju�. I� klausim¡,kas nutiks su trajektorija tuo atveju, jei orbitos viduje n
era ramyb
es ta²ku�, atsakysimekiek v
eliau nagrin
edami Puankare-Bendikso teorem¡.9.3 Netiesin
es antrosios eil
es dinamin
es sistemos ramyb
es ta²kaiNagrin
ekime dinamin¦ sistem¡, turin£i¡ toki� pavidal¡:

{

x′ = f(x, y),
y′ = g(x, y).Tarkime, kad (x∗, y∗) yra ²ios sistemos ramyb
es ta²kas, t.y. f(x∗, y∗) = 0 ir g(x∗, y∗) =

0. Nagrin
ekime ta²kus, esan£ius ramyb
es ta²ko aplinkoje, t. y. maºus ramyb
es ta²kosuºadinimus: u = x− x∗, v = y − y∗. Tuomet turime toki¡ dinamin¦ sistem¡:
{

u′ = f(u+ x∗, v + y∗),
v′ = g(u+ x∗, v + y∗),kurios de²in
es pus
es funkcijas i²skleidºiame Teiloro eilute ramyb
es ta²ko aplinkoje ikipirmosios eil
es nariu� imtinai. Gauname toki¡ sistem¡:







u′ = f(x∗, y∗) + u∂f

∂x |(x∗,y∗)
+ v ∂f

∂y |(x∗,y∗)
+R1(u, v),

v′ = g(x∗, y∗) + u ∂g

∂x |(x∗,y∗)
+ v ∂g

∂y |(x∗,y∗)
+R2(u, v).Kadangi (x∗, y∗) yra nagrin
ejamos sistemos ramyb
es ta²kas, tai







u′ = u∂f

∂x |(x∗,y∗)
+ v ∂f

∂y |(x∗,y∗)
+R1(u, v),

v′ = u ∂g

∂x |(x∗,y∗)
+ v ∂g

∂y |(x∗,y∗)
+R2(u, v).Kaip matome, gavome tiesin¦ dinamin¦ sistem¡, tinkan£i¡ maºiems suºadinimams tirti:
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vadinama linearizacijos matrica arba �ordano matrica ramyb
es ta²kui (x∗, y∗). Sistemoje(9.3) atmet¦ nykstamai maºus skleidinio narius gauname linearizuot¡ sistem¡
(

u′

v′

)

=

(

∂f

∂x

∂f

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y

)

∣

∣

∣

(x∗,y∗)

(

u
v

)

,kuri¡ jau mokame tirti.


