
13 Bifurkacijos antrosios eil 
es dinamin
ese sistemose13.1 Balno-mazgo, transkritin
e ir pit£forko bifurkacijosKaip ºinome, pirmosios eil
es dinamin
ese sistemose priklausomai nuo valdan£iu�ju� parametru�ramyb
es ta²kai gali atsirasti arba i²nykti arba gali pakisti ramyb
es ta²ku� stabilumas.Dvima£iu atveju visa tai gali nutikti ir su orbitomis. Dabar nagrin
esime, kada osciliacijosatsiranda arba i²nyksta. Bifurkacij¡ suprasime pla£i¡ja prasme, t. y. kaip fazinio portretotopologini� pokyti� kintant dinamin
es sistemos parametrams.Kalb
edami apie balno-mazgo, transkritin¦ ar pit£forko bifurkacijas dvima£iu atvejuturime pasteb
eti, kad tai k¡ jau taik
eme vienma£iu atveju tiesiog perkeliame i� vienmati�poerdvi�, kuriame tas bifurkacijas ir stebime, o kitos dimensijos atlieka tik pritraukimoprie to poerdvio, kuriame vyksta bifurkacijos, vaidmeni�.Lygiai taip pat kaip ir vienma£iu atveju antrosios eil
es dinamin
ese sistemose balno �mazgo bifurkacija yra viena pagrindiniu� bifurkaciju�, kuriu� metu ramyb
es ta²kai sukuriamiarba i²nyksta jau esami.Nagrin
ekime dinamin¦ sistem¡:
{

x′ = f(x, y),

y′ = g(x, y).Tarkime, kad ²i sistema dar priklauso ir nuo parametro µ. Jei esant tam tikrai parametro
µ reik²mei nulin
es izoklin
es susikerta dviejuose ta²kuose, mes galime steb
eti, kaip judaramyb
es ta²kai: kintant µ reik²mei ramyb
es ta²kai art
eja vienas prie kito ir susilieja,kai µ = µkrit. �iame ta²ke viena nulin
e izoklin
e tampa kitos izoklin
es liestine, o v
eliauizoklin
es i²siskiria ir ramyb
es ta²kai i²nyksta. Taip elgiasi visos balno � mazgo bifurkacijos.Tipinis balno � mazgo bifurkacijos pavyzdys b	utu� dinamin
e sistema:

{

x′ = µ− x2,

y′ = −y.�iuo atveju bifurkacija stebima tik viena kryptimi, t. y. turime vienmati� poerdvi�. Kitakryptimi b
egant laikui sprendinys eksponenti²kai maº
eja.Analogi²ka situacija yra su transkritine ir pit£forko bifurkacijomis, t. y. tiek transkri-tin¦, tiek superkritin¦ ar subkritin¦ pit£forko bifurkacijas mes stebime tik vienma£iamepoerdvyje.Toliau pateiksime tipin
es dinamines sistemas iliustruojan£ias ²ias bifurkacijas.
• Transkritin¦ bifurkacij¡ stebime tirdami sistem¡

{

x′ = µx− x2,

y′ = −y.

• Superkritin¦ pit£forko bifurkacij¡ iliustruoja tokia dinamin
e sistema:
{

x′ = µx− x3,

y′ = −y.

• Subkritin¦ pit£forko bifurkacij¡ steb
esime dinamin
eje sistemoje
{

x′ = µx+ x3,

y′ = −y.



13.2 Hopfo bifurkacijosHopfo bifurkacijos siejamos su ribiniais ciklais ir atsiranda tokiose dinamin
ese sistemose,kuriose kintant dinamin
es sistemos valdan£iajam parametrui ramyb
es ta²kas prarandastabilum¡.Nor
edami i²siai²kinti stabiliojo ramyb
es ta²ko galimybes tapti nestabiliuoju turimeprisiminti, kad ramyb
es ta²ku� stabilumas yra siejamas su dinamin
es sistemos charak-teringosios lygties ²aknimis arba �ordano matricos tikrin
emis reik²m
emis. Kaip ºinome,ramyb
es ta²kai yra stabilieji, jei ²iuose ta²kuose apskai£iuotos �ordano matricos abieju�tikriniu� reik²miu� realiosios dalys yra neigiamos, t. y. jei Reλ < 0. Tokiu b	udu kintantvaldan£iajam dinamin
es sistemos parametrui turime nagrin
eti tikriniu� reik²miu� reali¡siasdalis ir ºi	ur
eti ju� ºenklus. Iki ²iol aptartos balno � mazgo, transkritin
e ir abidvi pit£forkobifurkacijos buvo tos situacijos, kai tur
ejome reali¡sias tikrines reik²mes ir stabilumopoky£iai buvo susij¦ su tikriniu� reik²miu� ºenklo pasikeitimu. Dabar nagrin
esime bendresni�atveji�, kai kompleksin
es jungtin
es tikrin
es reik²m
es i² kairiosios pusplok²tum
es pereina i�de²ini¡j¡, t. y. mus domina Reλ < 0 pasikeitimas i� Reλ > 0.Bendrai Hopfo bifurkacijas galima steb
eti tik antrosios ir auk²tesniu�ju� eiliu� dinamin
esesistemose. Apsiribosime tik antrosios eil
es dinaminiu� sistemu� analize. I²skiriamos dviHopfo bifurkacijos r	u²ys: superkritin
e ir subkritin
e. Superkritin
es bifurkacijos atvejustabilusis ºidinys praranda stabilum¡ ir tampa nestabiliuoju ºidiniu, o kartu sistemasuformuoja maºos amplitud
es ribini� cikl¡. Subkritin
es bifurkacijos atveju trajektorijosgali per²okti i� kit¡ ribini� cikl¡ (histerez
e), daºniausiai atsiranda didel
es amplitud
es ribinisciklas. Daºnai ²ias dvi Hopfo bifurkacijas yra sunku atskirti ir tai i�manoma tik atliekantskaitini� modeliavim¡ kompiuteriu. Taip pat norime pamin
eti, kad yra dar ir i²sigimusiHopfo bifurkacija, kurios metu mes stebime ne spirales (stabilias arba nestabilias), o yrasuformuojamas centras. Tokiu b	udu kintant valdan£iojo parametro reik²mei bifurkacijosta²ke nekonservatyvi dinamin
e sistema virsta konservatyvia.


