
8 A²tuntoji paskaita. TIESIN 
ES AUK�TESNIU�JU� EILIU�DIFERENCIALIN 
ES LYGTYS�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Pagrindin
es s¡vokos. Sprendiniai ir ju� savyb
es.2. Tiesin
es homogenin
es DL su pastoviais koe�cientais.3. Charakteringoji lygtis ir jos ²aknys.4. Tiesin
es homogenin
es DL su pastoviais koe�cientais bendrojo sprendinio i²rai²ka.8.1 Tiesin
es auk²tesniu�ju� eiliu� diferencialin
es lygtys�iame skyrelyje supaºindinsime su pagrindin
emis s¡vokomis ir bendr¡ja tiesiniu� dife-rencialiniu� lyg£iu� teorija. Kituose skyreliuose bus nagrin
ejami atskiri tokiu� lyg£iu� atvejai.8.1 Apibr
eºimas. n-tosios eil
es diferencialin
e lygtis vadinama tiesine, jei ji yra tiesin
efunkcijos y ir visu� jos i²vestiniu� y′, y′′, ..., y(n) atºvilgiu. Bendrasis n-tosios eil
es tiesin
esdiferencialin
es lygties pavidalas yra
f0y

(n) + f1y
(n−1) + ...+ fn−1y

′ + fny = fn+1,£ia fi = fi(x), i = 0, 1, ..., n+ 1 � tolydºiosios argumento x funkcijos.Jei funkcija f0(x) argumento kitimo srityje n
era tapatingai lygi 0, tai i² jos padalij¦lygti�, gausime n-tosios eil
es tiesin¦ diferencialin¦ lygti�, kurios koe�cientas prie auk²£iausiosi²vestin
es lygus 1:
y(n) + p1y

(n−1) + ...+ pn−1y
′ + pny = f(x), (8.1)£ia pi = pi(x), i = 1, 2, ..., n ir f(x) � ºinomos tolydºiosios x funkcijos.8.2 Apibr
eºimas. (8.1) diferencialin
e lygtis vadinama n-tosios eil
es tiesine nehomogeninediferencialine lygtimi.8.3 Apibr
eºimas. (8.1) diferencialin
e lygtis, kurios de²in
es pus
es funkcija tapa£iai lygi

0 (f(x) ≡ 0), t. y.
y(n) + p1y

(n−1) + ...+ pn−1y
′ + pny = 0, (8.2)vadinama n-tosios eil
es tiesine homogenine diferencialine lygtimi.8.4 Apibr
eºimas. Jeigu (8.2) lygtis turi tuos pa£ius koe�cientus kaip ir (8.1) lygtis, taiji vadinama homogenine lygtimi, atitinkan£ia (8.1) nehomogenin¦ lygti�.Lygtyje (8.1) keisdami laisv¡ji� kintam¡ji� x bet kuria tolydºi¡ja kintamojo t funkcija

x = φ(t), gausime v
el tiesin¦ lygti�.Lygtyje (8.1) keisdami funkcij¡ y tiesine i²rai²ka y = α(x)z + β(x), kurioje z � naujafunkcija, o α(x)(α(x) 6= 0) ir β(x) turi tolydºi¡sias i²vestines iki n-tosios eil
es imtinai,gausime v
el tiesin¦ lygti�.Dabar pla£iau aptarsime (8.2) diferencialines lygtis ir ju� sprendinius.



8.1 Teorema. Jei funkcijos y1 ir y2 yra (8.2) diferencialin
es lygties sprendiniai, tai ir ju�suma y1 + y2 yra tos lygties sprendinys.I�rodymas. Dvieju� sprendiniu� sum¡ y1 + y2 i�ra²ome i� (8.2) diferencialin
es lygties kairi¡j¡pus¦:
(y1 + y2)

(n) + p1(y1 + y2)
(n−1) + ... + pn−1(y1 + y2)

′ + pn(y1 + y2) =

(y
(n)
1 + p1y

(n−1)
1 + ... + pn−1y

′

1 + pny1) + (y
(n)
2 + p1y

(n−1)
2 + ...+ pn−1y

′

2 + pny2) = 0,nes y1 ir y2 yra (8.2) diferencialin
es lygties sprendiniai
(

y
(n)
1 + p1y

(n−1)
1 + ...+ pn−1y

′

1 + pny1 ≡ 0 ir y
(n)
2 + p1y

(n−1)
2 + ... + pn−1y

′

2 + pny2 ≡ 0
)

.Taigi gavome, kad ir suma y1 + y2 yra (8.2) diferencialin
es lygties sprendinys.8.2 Teorema. Jei funkcija y1 yra (8.2) diferencialin
es lygties sprendinys, tai ir funkcija
Cy1, £ia C � bet kuri konstanta, yra (8.2) sprendinys.I�rodymas. I� (8.2) diferencialin
es lygties kairi¡j¡ pus¦ i�ra²¦ funkcij¡ Cy1, turime

(Cy1)
(n) + p1(Cy1)

(n−1) + ...+ pn−1(Cy1)
′ + pn(Cy1).Kadangi C � bet kuri konstanta, o funkcija y1 � (8.2) diferencialin
es lygties sprendinys,tai

C
(

y
(n)
1 + p1y

(n−1)
1 + ... + pn−1y

′

1 + pny1

)

= 0.Vadinasi, funkcija Cy1 yra (8.2) diferencialin
es lygties sprendinys.I² ²iu� dvieju� teoremu� galime gauti toki¡ i²vad¡:8.1 I²vada. Jei turime k (8.2) diferencialin
es lygties sprendiniu�, tai ir ju� tiesinis darinys
C1y1 + C2y2 + ...+ Ckykyra (8.2) diferencialin
es lygties sprendinys. �ia k � bet kuris nat	uralusis skai£ius.Dar lieka neai²ku, kokie turi b	uti sprendiniai y1, y2, ..., yn, kad tiesinis darinys

y = C1y1 + C2y2 + ...+ Cnyn (8.3)b	utu� (8.2) diferencialin
es lygties bendrasis sprendinys. �ia reik
etu� prisiminti tiesi²kainepriklausomu� funkciju� s¡vok¡.8.5 Apibr
eºimas. Funkcijos y1, y2, ..., yn, apibr
eºtos intervale [a, b], vadinamos tiesi²kainepriklausomomis tame intervale, jei su visais x i² intervalo [a, b] lygyb
e
α1y1 + α2y2 + ... + αnyn = 0 (8.4)galima tik tuo atveju, kai visos konstantos αi = 0, i = 1, 2, ..., n.



Kai su visais x i² intervalo [a, b] tarp konstantu� αi yra bent viena nelygi 0, tai funkcijos
y1, y2, ..., yn vadinamos tiesi²kai priklausomomis intervale [a, b].Pavyzdºiui, funkciju� sistema 1, x, x2, ..., xn yra tiesi²kai nepriklausoma bet kuriameintervale.Tarkime, kad turime n funkciju� y1, y2, ..., yn, kurios intervale [a, b] yra diferencijuo-jamos (n− 1) kart¡. Tada galime sudaryti ²iu� funkciju� Vronskio determinant¡:

W [y1, y2, . . . , yn] =
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. (8.5)8.3 Teorema. Jei (8.2) diferencialin
es lygties sprendiniai y1, y2, ..., yn, sudaro tiesi²kainepriklausomu� intervale [a, b] funkciju� sistem¡, tai ju� Vronskio determinantas yra nelygusnuliui kiekviename to intervalo ta²ke, t. y.
W [y1, y2, . . . , yn] 6= 0su visais x ∈ [a, b].8.4 Teorema. Jei funkcijos y1, y2, ..., yn yra tiesi²kai priklausomos intervale [a, b], taiju� Vronskio determinantas yra tapa£iai lygus nuliui:
W [y1, y2, . . . , yn] = 0.Auk²£iau pateiktu� teoremu� i�rodymus ir aptartus atskirus atvejus galima rasti [5], [14].Apibr
e²ime (8.2) diferencialin
es lygties fundamentaliosios sprendiniu� sistemos s¡vok¡.8.6 Apibr
eºimas. Bet kuris n tiesi²kai nepriklausomu� (8.2) diferencialin
es lygties atskiru�ju�sprendiniu� rinkinys vadinamas (8.2) diferencialin
es lygties fundamentali¡ja sprendiniu�sistema.Prisimin¦ auk²£iau suformuluotas teoremas, galime tvirtinti, kad Vronskio determinan-tas, sudarytas i² n tiesi²kai nepriklausomu� (8.2) diferencialin
es lygties atskiru�ju� sprendiniu�yra nelygus nuliui. Taigi, dabar jau turime atsakym¡ i� klausim¡, kokios turi b	uti funkcijos

y1, y2, ..., yn, kad (8.3) b	utu� bendrasis (8.2) diferencialin
es lygties sprendinys. Tosfunkcijos turi sudaryti fundamentali¡j¡ (8.2) diferencialin
es lygties sprendiniu� sistem¡.Iki ²iol vis¡ d
emesi� skyr
eme tik auk²tesniu�ju� eiliu� tiesin
ems homogenin
ems diferencia-lin
ems lygtims. Dabar trumpai aptarsime ir (8.1) nehomogenines lygtis bei ju� sprendiniu�savybes [5],[14].8.5 Teorema. Jei ºinomas atskirasis (8.1) nehomogenin
es lygties sprendinys Y ir bendra-sis j¡ atitinkan£ios homogenin
es lygties (8.2) sprendinys yh, tai bendrasis nehomogenin
eslygties sprendinys y yra lygus tu� sprendiniu� sumai, t. y.
y = Y + yh.8.6 Teorema. Jei ºinoma (8.1) nehomogenin¦ lygti� atitinkan£ios homogenin
es lygties(8.2) fundamentalioji sprendiniu� sistema, tai bendr¡ji� nehomogenin
es lygties sprendini�galima i²reik²ti kvadrat	uromis.



(8.1) nehomogenin
es lygties bendr¡ji� sprendini� galima rasti vadinamuoju Lagranºo(konstantos varijavimo) metodu [14]. Trumpai apib	udinsime ²i� metod¡.Jei turime (8.1) nehomogenin¦ lygti� atitinkan£ios homogenin
es lygties (8.2) fundamen-tali¡j¡ sprendiniu� sistem¡, tai jos bendr¡ji� sprendini� galime uºra²yti (8.3) i²rai²ka. La-granºo metodo pagrindin
e id
eja: nehomogenin
es lygties bendr¡ji� sprendini� reikia uºra²ytianalogi²ka i²rai²ka, kur konstantos pakeistos laisvojo kintamojo x funkcijomis, t. y.
y = C1(x)y1 + C2(x)y2 + · · ·+ Cn(x)yn. (8.6)Neºinomos funkcijos Ci(x) nustatomos i² tiesiniu� lyg£iu� sistemos, kuri sudaroma nuosekliaidiferencijuojant (8.6) pagal x ir reikalaujant, kad gautu� i²rai²ku� dalis, kurioje yra funkciju�

Ci(x), i = 1, 2, . . . , n i²vestin
es, b	utu� lygi nuliui. Diferencijuodami (8.6) pagal x turime:
y′ = C1(x)y

′

1 + C2(x)y
′

2 + · · ·+ Cn(x)y
′

n + C ′

1(x)y1 + C ′

2(x)y2 + · · ·+ C ′

n(x)yn,o, prilygin¦ nuliui i²rai²kos dali� su funkciju� Ci(x), i = 1, 2, . . . , n i²vestin
emis, sudaromepirm¡j¡ sistemos lygti�:
C ′

1(x)y1 + C ′

2(x)y2 + · · ·+ C ′

n(x)yn = 0.Tada
y′ = C1(x)y

′

1 + C2(x)y
′

2 + · · ·+ Cn(x)y
′

n.Gaut¡j¡ i²rai²k¡ diferencijuojame pagal x ir prilygin¦ nuliui dali� su funkciju� Ci(x), i =
1, 2, . . . , n i²vestin
emis, turime dar vien¡ tiesiniu� lyg£iu� sistemos lygti�:

C ′

1(x)y
′

1 + C ′

2(x)y
′

2 + · · ·+ C ′

n(x)y
′

n = 0.Tokiu b	udu (n − 1) kart¡ nuosekliai diferencijuojant (8.6) sprendini� pagal x gaunama
(n−1) sistemos lygtis, o dar viena lygtis gaunama (8.6) sprendini� ir visas jo i²vestines y′,
y′′, ..., y(n−1) i�ra²ius i� (8.1) diferencialin¦ lygti�. Gauname tiesiniu� lyg£iu� sistem¡
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C ′

1(x)y
n−1
1 + C ′

2(x)y
n−1
2 + · · ·+ C ′

n(x)y
n−1
n = f(x),kurios neºinomieji yra C ′

i(x), i = 1, 2, . . . , n. �ios tiesiniu� lyg£iu� sistemos determinantasyra Vronskio determinantas, kuris nelygus nuliui, t. y. tokia sistema tur
es vieninteli�sprendini� � funkciju� C ′

i(x), i = 1, 2, . . . , n, rinkini�. Nustat¦ toki� rinkini�, integruodamisurasime funkcijas C1(x), C2(x), ..., Cn(x) ir (8.1) nehomogenin
es diferencialin
es lygtiesbendr¡ji� sprendini�.Tolesniuose skyreliuose aptarsime atskirus (8.2) ir (8.1) diferencialiniu� lyg£iu� atvejusir ju� bendruosius sprendinius.8.2 Tiesin
es homogenin
es diferencialin
es lygtys su pastoviais koe�cientais�iame skyrelyje nagrin
esime (8.2) tiesines homogenines diferencialines lygtis, kuriosekoe�cientai pi, i = 1, 2, . . . , n prie neºinomos funkcijos ir jos i²vestiniu� yra realiosios



konstantos. Lygties sprendininiu� ie²kome tarp funkciju�, kurios nuo savo i²vestiniu� skiriasitik konstanta. Toki� reikalavim¡ tenkina funkcija
y = erx. (8.7)�i¡ funkcij¡ diferencijuojame n kartu� ir gautas i²rai²kas i�ra²ome i� (8.2) diferencialin¦ lygti�:

erx
(

rn + p1r
(n−1) + · · ·+ pn−1r + pn

)

= 0.Kadangi erx 6= 0, tai turime, kad
rn + p1r

(n−1) + · · ·+ pn−1r + pn = 0. (8.8)�i lygtis vadinama (8.2) diferencialin
es lygties charaktering¡ja lygtimi. (8.8) lygtis visadaturi n ²aknu�. Lygties ²aknys gali b	uti tiek realiosios, tiek kompleksin
es; gali b	uti kartotiniu�²aknu�. Aptarsime kiekvien¡ i² ²iu� atveju� atskirai.Tuo atveju, kai visos (8.8) charakteringosios lygties ²aknys yra realiosios ir skirtingos,turime n funkciju�:
y1 = er1x, y2 = er2x, . . . , yn = ernx, (8.9)kurios sudaro fundamentali¡j¡ (8.2) diferencialin
es lygties su pastoviais koe�cientais spren-diniu� sistem¡ (patikrinkite savaranki²kai). Tada, remdamiesi ankstesniojo skyrelio me-dºiaga, galime para²yti bendr¡ji� sprendini�:
y = C1 e

r1x + C2 e
r2x + · · ·+ Cn e

rnx,£ia Ci, i = 1, 2, . . . , n � bet kurios konstantos.Jei charakteringoji lygtis su realiaisiais koe�cientais turi kompleksin¦ ²akni�, tai irjai jungtinis kompleksinis skai£ius yra charakteringosios lygties ²aknis. Vadinasi, ir ²iuoatveju bendrojo sprendinio i²rai²ka yra tokia pati, kaip ir realiu�ju� ²aknu� atveju, bet tarp
yi, i = 1, 2, . . . , n yra funkcijos

yk = e(a+bi)x, yj = e(a−bi)x, 1 6 k 6 n, 1 6 j 6 n, k 6= j.Kadangi nagrin
ejame diferencialines lygtis,kuriu� koe�cientai prie neºinomos funkcijos irjos i²vestiniu� yra realieji skai£iai, tai ir sprendinius uºra²ome realiosiomis funkcijomis.Prisiminkime 8.1, 8.2 teoremas, kurios leidºia ²iuos du atskiruosius sprendinius, atitin-kan£ius kompleksiniu� ²aknu� por¡, pakeisti tokiais sprendiniais:
ȳk =

1

2
(yk + yj) , ȳj =

1

2i
(yk − yj) . (8.10)�ios funkcijos yra tiesi²kai nepriklausomos, tod
el ir sprendiniai y1, y2, . . . , yn su funkci-jomis ȳk ir ȳj i�ra²ytomis vietoje yk ir yj sudaro fundamentali¡j¡ sprendiniu� sistem¡. Beto, remdamiesi Oilerio formul
emis

cosx =
1

2

(

eix + e−ix
)

, sin x =
1

2i

(

eix − e−ix
)

,pertvark¦ (8.10) sprendiniu� i²rai²kas, turime, kad
ȳk = eax cos bx, ȳj = eax sin bx. (8.11)



Tada tais atvejais, kai charakteringoji lygtis turi ir kompleksiniu� ²aknu�, kiekvien¡ ju� por¡atitinka (8.11) funkciju� pora, o reali¡sias ²aknis atitinkan£ios funkcijos uºra²omos pagal(8.9), t. y. bendrasis (8.2) diferencialin
es lygties sprendinys yra
y = C1 e

r1x + C2 e
r2x + · · ·+ Ck−1 e

rk−1x + Ck e
ax cos bx+ Ck+1 e

rk+1x + · · ·+

Cj−1 e
rj−1x + Cj e

ax sin bx+ Cj+1 e
rj+1x + · · ·+ Cn e

rnx.Dabar aptarsime tuos atvejus, kai charakteringoji lygtis turi kartotiniu� ²aknu� (realiu�ju�arba kompleksiniu�).Jei kurios nors charakteringosios lygties realiosios ²aknies rj kartotinumas yra α, taituomet turime tik n − α skirtingu� ²aknu�. Kaip jau ºinome, nor
edami uºra²yti bendr¡ji�(8.2) diferencialin
es lygties sprendini�, turime tur
eti jos fundamentali¡j¡ sprendiniu� sis-tem¡. Vadinasi, ²iuo atveju kartotin¦ ²akni� tur
etu� atitikti α tiesi²kai nepriklausomu�funkciju� rinkinys. Galima i�sitikinti, kad α kartotinumo ²akni� atitinka tokia tiesi²kainepriklausomu� funkciju� sistema:
yj0 = erjx, yj1 = x erjx, . . . , yjα−1

= xα−1 erjx. (8.12)Bendr¡ji� sprendini� uºra²ome atsiºvelgdami i� auk²£iau aptartus ²aknu� atvejus ir i� jo i²rai²k¡i�traukdami (8.12) pavidalo funkcijas.Jei kartotin
e (α kartotinumo) yra kompleksin
e charakteringosios lygties ²aknis, tai topaties kartotinumo yra ir jungtin
e kompleksin
e charakteringosios lygties ²aknis. Kaip irkartotiniu� realiu�ju� ²aknu� atveju, kiekvienai ju� teks priskirti po α tiesi²kai nepriklausomu�funkciju�, t. y.
yj0 = eax cos bx, yj1 = x eax cos bx, . . . , yjα−1

= xα−1 eax cos bx,

yk0 = eax sin bx, yk1 = x eax sin bx, . . . , ykα−1
= xα−1 eax sin bx.Bendrasis sprendinys uºra²omas analogi²kai, kaip ir kartotiniu� realiu�ju� ²aknu� atveju.


