
3 Tre£ioji paskaita. LYGTYS, SUVEDAMOS I� HO-MOGENINESDL. PILNU�JU� DIFERENCIALU� LYG-TYS�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Bendresnis homogenin
es DL pavidalas.2. Tiesin
es trupmenin
es lygtys ir ju� sprendimas.3. Kitos lygtys, kurios gali b	uti pertvarkytos i� homogenines DL.4. Pilnojo diferencialo s¡voka ir savyb
es.5. Pilnu�ju� diferencialu� lygtys ir ju� sprendimas.3.1 Bendresnis homogenin
es DL pavidalas.Tiesin
es trupmenin
es lygtys ir ju�sprendimasI� (2.5) pavidal¡ pertvarkomos (skaitytojui si	ulome i�sitikinti savaranki²kai) ir bendresn
esi²rai²kos diferencialin
es lygtys
f(x, y)dx+ g(x, y)dy = 0,kuriu� funkcijos f(x, y) ir g(x, y) yra to paties laipsnio homogenin
es funkcijos. Tokioslygtys taip pat vadinamos pirmosios eil
es homogenin
emis diferencialin
emis lygtimis, ojoms spr¦sti gali b	uti taikomas (2.6) keitinys.Naudodami t¡ pati� keitini� galime spr¦sti ir dar vien¡ diferencialiniu� lyg£iu� grup¦ �vadinamasias tiesines trupmenines diferencialines lygtis:
dy

dx
=

ax+ by + c

a1x+ b1y + c1
, (3.1)£ia a, b, c, a1, b1, c1 � ºinomos konstantos.(3.1) diferencialines lygtis aptarkime pla£iau.Tuo atveju, kai konstantos c = c1 = 0, turime jau nagrin
et¡ homogenin¦ lygti�. Kai c 6=

0 arba c1 6= 0, (3.1) diferencialin
e lygtis gali b	uti pertvarkyta i� homogenin¦ diferencialin¦lygti� keitiniu:
{

x = ξ + k,

y = η + l,
(3.2)£ia k ir l � konstantos, kurios nustatomos sprendimo eigoje. Diferencijuojame keitini� irgautus diferencialus dx = dξ, dy = dη bei (3.2) i²rai²kas i�ra²ome i� (3.1) diferencialin¦lygti�:

dη

dξ
=

aξ + bη + ak + bl + c

a1ξ + b1η + a1k + b1l + c1
.Pastaroji lygtis bus homogenin
e, jei konstantas k ir l parinksime taip, kad b	utu� teisingoslygyb
es:

{

ak + bl + c = 0,

a1k + b1l + c1 = 0.
(3.3)



Taigi neºinomas keitinio konstantas k ir l nustatome i² (3.3) tiesiniu� lyg£iu� sistemos. I²tiesin
es algebros kurso ºinome, kad tiesiniu� lyg£iu� sistemos sprendiniu� aib
e priklauso nuokoe�cientu� matricos determinanto.
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6= 0.Tada nagrin
ejama tiesiniu� lyg£iu� sistema turi vieninteli� sprendini� � konstantos k ir
l nustatomos vienareik²mi²kai, o (3.1) diferencialin
e lygtis kei£iama jai ekvivalen£iahomogenine diferencialine lygtimi:

dη

dξ
=

aξ + bη

a1ξ + b1η
,kuri sprendºiama naudojant (2.6) keitini� (²iuo atveju z =

η

ξ
), o i� gaut¡ η ir ξpriklausomyb¦ i�ra²omos ju� i²rai²kos, gautos i² (3.2) ir (3.3):

{

ξ = x− k,

η = y − l.
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= 0.Tada ²io determinanto eilut
es yra proporcingos, t. y.
a

a1
=

b

b1
=

1

λ
,o i² £ia

{

a1 = aλ,

b1 = bλ.Gautas i²rai²kas i�ra²¦ i� (3.1) diferencialin¦ lygti�, turime:
dy

dx
=

ax+ by + c

λ(ax+ by) + c1
. (3.4)Paºym
ekime v = ax+ by. I² ²io keitinio i²spr¦skime y ir raskime jo i²vestin¦ pagal

x:
y =

1

b
(v − ax) ,

dy

dx
=

1

b

(

dv

dx
− a

)

.Gaut¡sias i²rai²kas i�ra²¦ i� (3.4) diferencialin¦ lygti�, turime lygti�
1

b

dv

dx
−
a

b
=

v + c

λv + c1
,kurios kintamuosius galime atskirti.



K¡ tik aptarti tiesiniu� trupmeniniu� diferencialiniu� lyg£iu� sprendimo metodai pritaikomiir tais atvejais, kai de²in
eje lygyb
es pus
eje yra kuri nors tiesinio trupmeninio rei²kiniofunkcija, t. y. visa medºiaga tinka ir lygtims, turin£ioms toki� pavidal¡:
dy

dx
= F

(

ax+ by + c

a1x+ b1y + c1

)

.3.1 Apibr
eºimas. Diferencialin
e lygtis
P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (3.5)vadinama pilnu�ju� diferencialu� lygtimi, jei rei²kinys
P (x, y)dx+Q(x, y)dyyra kurios nors funkcijos pilnasis diferencialas, t. y., jeigu

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = dF (x, y).Turint pilnu�ju� diferencialu� lygties apibr
eºim¡, nesunku pasteb
eti, kad, jeigu mumspavyksta nustatyti funkcij¡ F (x, y), tai mes turime lygti�
dF (x, y) = 0,kurios bendrasis integralas nustatomas lygybe
F (x, y) = C.Kaip nustatoma funkcija F (x, y)? Priminkime i² matematin
es analiz
es kurso ºinom¡tvirtinim¡ apie pilnuosius diferencialus [3].3.1 Teorema. Rei²kinys

P (x, y)dx+Q(x, y)dyyra funkcijos F (x, y) pilnasis diferencialas, jei:1) funkcijos P (x, y) ir Q(x, y) kartu su savo dalin
emis i²vestin
emis ∂P
∂y

, ∂Q
∂x

yra apibr
eºtosir tolydºios kurioje nors vienajung
eje plok²tumos xOy srityje (tai sritis, kuriai prik-lausan£ios uºdaros kreiv
es vidus taip pat priklauso sri£iai),2) visuose tos srities ta²kuose teisinga lygyb
e
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.Remiantis ²ia teorema nesunku sudaryti pilnu�ju� diferencialu� lygties sprendimo plan¡:1. Patikriname, ar funkcijos P (x, y) ir Q(x, y) kartu su savo dalin
emis i²vestin
emis ∂P

∂y
,

∂Q

∂x
yra apibr
eºtos ir tolydºios kurioje nors vienajung
eje plok²tumos xOy srityje.



2. I²siai²kiname, ar visuose tos srities ta²kuose galioja lygyb
e:
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.3. Jei tenkinami pirmieji du reikalavimai, tai pagal 3.1 teorem¡ egzistuoja tokia funkcija

F (x, y), kuriai teisinga lygyb
e:
P (x, y)dx+ Q(x, y)dy = dF (x, y).4. Kadangi

dF (x, y) =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy,tai turi b	uti

∂F

∂x
= P (x, y),

∂F

∂y
= Q(x, y).Toliau nagrin
ejame vien¡ i² ²iu� lygybiu� pasirinktinai. I² lygyb
es

∂F

∂x
= P (x, y)

(

∂F

∂y
= Q(x, y)

)turime, kad
F (x, y) =

∫

P (x, y)dx+ φ(y)

(

F (x, y) =

∫

Q(x, y)dy + ψ(x)

)

, (3.6)£ia φ(y) � bet kuri kintamojo y funkcija (ψ(x) � bet kuri kintamojo x funkcija).5. Gaut¡j¡ F (x, y) i²rai²k¡ diferencijuojame pagal y (diferencijuojame pagal x)
∂F

∂y
=

∂

∂y

(
∫

P (x, y)dx+ φ(y)

)(

∂F

∂x
=

∂

∂x

(
∫

Q(x, y)dy + ψ(x)

))

.Funkcijos ∂P
∂y

(

∂Q

∂x

) yra tolydºios, tai
∂F

∂y
=

∫

∂P (x, y)

∂y
dx+ φ′(y)

(

∂F

∂x
=

∫

∂Q(x, y)

∂x
dy + ψ′(x)

)

.Gaut¡sias i²rai²kas prilyginame funkcijai Q(x, y) (P (x, y)), t. y. gauname lygti� neºi-nomai funkcijai φ(y) (ψ(x)) nustatyti:
Q(x, y) + φ1(y) + φ′(y) = Q(x, y) (P (x, y) + psi1(x) + ψ′(x))) .6. Gaut¡ funkcijos φ(y) (ψ(x)) i²rai²k¡ i�ra²ome i� (3.6) lygyb¦.7. Gavome funkcij¡ F (x, y). Tada (3.5) diferencialin
es lygties bendrasis integralas yra

F (x, y) = C.


