
2 Antroji paskaita. PAPRAS�IAUSIOS DIFEREN-CIALIN 
ES LYGTYS IR JU� SPRENDIMO METO-DAI�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Lygtys, kuriose kintamieji atskirti.2. Lygtys, suvedamos i� lygtis su atskiriamaisiais kintamaisiais.3. Homogenin
es funkcijos s¡voka.4. Homogenin
es diferencialin
es lygtys ir ju� sprendimas.2.1 Lygtys, kuriose kintamuosius galima atskirti2.1 Apibr
eºimas. Normalioji diferencialin
e lygtis, turinti pavidal¡
dy

dx
= f(x)g(y), (2.1)vadinama diferencialine lygtimi su atsiskirian£iais kintamaisiais.Kintamu�ju� atskyrim¡ galima apib	udinti dvejopai, bet rezultatai bus tie patys.

• (2.1) lygti� dalijame i² funkcijos g(y) (tariame, kad g(y) 6≡ 0):
1

g(y)

dy

dx
= f(x)ir abi gautosios lygyb
es puses integruojame pagal x:

∫

1

g(y)

dy

dx
dx =

∫

f(x)dx.Prisiminkime, kad y = y(x), o dy

dx
dx = dy. Tuomet gauname integralin¦ lygyb¦:

∫

dy

g(y)
=

∫

f(x)dx, (2.2)kurios kair
eje ir de²in
eje pus
ese yra atskirti kintamieji y ir x. Integruodami gauname
∫

dy

g(y)
=

∫

f(x)dx+ C.Tai yra s¡ry²is, siejantis funkcij¡, laisv¡ji� kintam¡ji� ir bet kuri¡ konstant¡, t. y.(2.1) diferencialin
es lygties bendrasis integralas.



• laikydami, kad g(y) 6≡ 0, o i� funkcijos i²vestin¦ ºvelgdami kaip i� santyki� dy

dx
, pagalproporcijos taisykl¦ pertvarkome (2.1) lygti� taip, kad vienoje lygyb
es pus
eje b	utu�tik dy ir funkcija g(y), kitoje � dx ir funkcija f(x):

dy

g(y)
= f(x)dx.�i lygtis yra su atskirtaisiais kintamaisiais. Integruodami pastar¡j¡ lygyb¦, gauname(2.2) integralin¦ lygyb¦ ir bendr¡ji� sprendini�.Vien¡ i² atskiru� tokio tipo lygties atveju� (kai g(y) ≡ 1) jau esame aptar¦ ankstesniameskyriuje. Analogi²kai nagrin
ejamas ir atvejis, kai funkcija f(x) ≡ 1. �iuo atveju, diferen-cialin
e lygtis pertvarkoma i� toki¡ integralin¦ lygti�:

∫

dy

g(y)
=

∫

dx.Galima pamin
eti ir toki� atveji�, kai f(x)g(y) = k, £ia k � konstanta. Tokiu atveju, dife-rencialin
e lygtis pakei£iama jai ekvivalen£ia integraline lygtimi:
∫

dy = k

∫

dx.Apibendrindami auk²£iau i²d
estyt¡ medºiag¡, galime pasteb
eti, kad kintamu�ju� atskyrimass
ekmingai taikomas ir diferencialin
ems lygtims, turin£ioms toki¡ i²rai²k¡ (skaitytojuisi	ulome tuo i�sitikinti savaranki²kai):
f1(x)g2(y)dx+ f2(x)g1(y)dy = 0.arba

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0.Pastaroji lygtis vadinama pirmosios eil
es diferencialin
es lygties simetriniu pavidalu. Lygtiessimetrinis pavidalas nesunkiai gali b	uti pakeistas normaliuoju pavidalu. Tar¦, kadN(x, y) 6≡
0, lygti� perra²ome taip:

dy

dx
= −

M(x, y)

N(x, y)
.Paºym
ej¦ f(x, y) = −

M(x, y)

N(x, y)
, gauname jau aptart¡ normali¡j¡ diferencialin¦ lygti�

dy

dx
= f(x, y).2.2 Homogenin
es diferencialin
es lygtysPrie² susipaºindami su homogenin
emis diferencialin
emis lygtimis, prisiminsime ho-mogenin
es funkcijos s¡vok¡.2.2 Apibr
eºimas. Funkcija f(x, y) vadinama homogenine n-tojo laipsnio funkcija, jei suvisais x ir y galioja lygyb
e

f(tx, ty) = tnf(x, y), (2.3)£ia t � parametras.



Tada akivaizdu, jei funkcija f(x, y) � homogenin
e, tai, �ksuodami t = 1

x
, gauname,kad

f
(

1,
y

x

)

=
1

xn

f(x, y),o i² pastarosios lygyb
es:
f(x, y) = xnf

(

1,
y

x

)

.Vadinasi, n-tojo laipsnio homogenin¦ funkcij¡ galime pertvarkyti taip:
f(x, y) = xnF

(y

x

)

, (2.4)£ia F
(y

x

)

= f
(

1,
y

x

)

.2.3 Apibr
eºimas. (1.3) diferencian
e lygtis vadinama homogenine, jei jos de²in
es pus
esfunkcija yra nulinio laipsnio homogenin
e funkcija.Remiantis (2.4) papras£iausi¡ homogenin¦ diferencialin¦ lygti� galima uºra²yti taip:
dy

dx
= F

(y

x

)

. (2.5)(2.5) homogenin
e lygtis gali b	uti sprendºiama naudojant keitini�
z =

y

x
, (2.6)£ia z = z(x).I�sitikinsime ²io keitinio tinkamumu.I² (2.6) lygyb
es turime, kad

y = zx, o y′ = z′x+ z.Gautas i²rai²kas i�ra²¦ i� (2.5) diferencialin¦ lygti�, gauname:
z′x+ z = F (z).�ios lygties kintamuosius galima atskirti. Atskirdami kintamuosius gauname:

∫

dz

F (z)− z
=

∫

dx

x
,I² £ia turime

Φ(z) = ln | x | +C,£ia Φ(z) yra funkcijos 1

F (z)− z
pirmyk²t
e funkcija, o C � bet kuri konstanta. Laisv¡j¡konstant¡ C pakeiskime ln | C |. Toki� pakeitim¡ naudojame tais atvejais, kai bendrajamintegralui, kurio i²rai²koje yra logaritmai, norime suteikti paprastesni� pavidal¡. Kadangi

ln | C |, kai C 6= 0, gali i�gyti bet kuri¡ reali¡j¡ reik²m¦, tai toks pakeitimas leistinas.Tuomet pakeit¦ konstant¡ ir vietoj z i�ra²¦ y

x
gausime bendr¡ji� (2.5) diferencialin
eslygties integral¡

Φ
(y

x

)

= ln | Cx | .


