13 Tryliktoji paskaita. Aukos — plésruno (Lotka — Voltera)
matematinis modelis

gioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:
1. Aukos — plésruno matematinis modelis.

2. Modelio analizé.

13.1 Aukos — pléSruno matematinis modelis

Gamtoje jvairios populiacijos nuolatos saveikauja vienos su kitomis. Ne visada toks
sambuvis yra taikus. Kad iSgyventy tam tikra populiacija, reikalinga tinkama aplinka,
pakankamas maisto kiekis ir pan.

Nagrinékime dviejy populiacijy kova dél buvio aprasantj vadinamajj aukos — plésruno
modelj. Sakykime, kad gamtoje egzistuoja dvi glaudziai saveikaujancios populiacijos:
aukos ir plésrunai. Plésrunai medzioja aukas. Siq populiacijy individy skaicius kinta
bégant laikui, t. y. populiacijy individy skai¢ius yra laiko funkcija. PaZzymékime x(t)
— auky, o y(t) — plésruny skai¢iy laiko momentu ¢. Jei nebuty plésruny, tai auky
populiacija nuolatos didéty. Tuo tarpu plésruny populiacija neesant pakankamai auky
nykty. Laikome, kad auky populiacijos augimo greitis kiekvienu laiko momentu priklauso
nuo auky skai¢iaus tuo laiko momentu (proporcingumo koeficientas a > 0), o popu-
liacija mazéja grei¢iu proporcingu (proporcingumo koeficientas p > 0) auky bei plésruny
populiacijy individy skaiciy sandaugai tuo laiko momentu. Tuomet auky populiacijos
kitimg apraSanti diferencialiné lygtis yra:

dx(t)
dt

Kadangi neesant auky plésruny populiacija pradéty badauti ir nykti, tai kiekvienu laiko
momentu §ios populiacijos mazéjimo greitis yra proporcingas (proporcingumo koeficientas
b > 0) populiacijos individy skai¢iui tuo laiko momentu. Tadiau, kai yra auky, popu-
liacija auga grei¢iu proporcingu (proporcingumo koeficientas ¢ > 0) auky bei plésruny
populiacijy individy skaic¢iy sandaugai tuo laiko momentu. Plésruny populiacijos kitima
apraSanti diferencialiné lygtis yra:

dy(t

% = —bx(t) + qz(t)y(t). (13.2)
Kadangi Sios dvi populiacijos saveikauja tarpusavyje, tai jy sambuvj apraSo sudarytyjy
diferencialiniy lygéiy (13.1) ir (13.2) sistema:

) _ sy — plt)y(r),

dg%) (13.3)

— = = —ba(t) + qz(t)y(1).

Sudarytoji diferencialiniy lyg¢iy sistema vadinama aukos — plésruno matematiniu modeliu
arba Lotka — Voltera modeliu. Pirmieji §j modelj pradéjo taikyti A. J. Lotka 1910 m.
nagrinedamas chemines reakcijas ir V. Voltera 1920 m. tirdamas cikline rykliy populiacijos
kaita Adrijos juroje. Sis modelis taikomas ne tik biologijos, chemijos, bet ir ekonomikos
teorijoje.

= ax(t) — pz(t)y(t). (13.1)




13.2 Aukos — plésruno modelio kokybiné analizé

Ne maziau jdomus §is modelis ir matematiniu poziuriu. Nustatykime sudarytosios siste-
mos ramybes taskus ir nustatykime jy rusj. Ramybés taskai randami sprendziant lygciy
sistema.:

axr — pxry = 0,
—bx + qry = 0.

Sios sistemos sprendiniai yra tagkai: (0,0) ir (g, 2). Pirmojo ramybés tasko prasmé yra

labai aiski, t. y. jei abiejose populiacijose néra individy, tai populiacijos bégant laikui
nekinta. Antrasis ramybeés taskas apibudina situacija, kada nagrinéjamos dvi populiacijos
pasiekia tokj individy skaiciy, kuris nekinta ilga laiko tarpa, t. y. tarp populiacijy nusistovi
ilgalaiké pusiausvyra.

Norédami issiaiskinti iy dviejy ramybeés tasky rusj, turime atlikti sistemos (13.3)

linearizacija:
a—py —px
qy —b+qzx

Tirkime ramybeés taska (0,0). Matrica Siame taske yra

(65)

Tuomet linearizuota sistema buty uzrasoma taip:
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Sios sistemos charaketringoji lygtis yra:
(@=A)(=b—A) =0,

kurios Saknys A\; = a ir Ay = —b yra realiosios ir skirtingy zenkly. Todél taskas (0,0) yra
balnas. Jis néra stabilus ir nusako visiSka abiejy populiacijy iSnykima.

Nagrinékime antrajj ramybeés taska (g, %) Siame taske linearizacijos matrica uzrasoma
taip:
q
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t. y. linearizuota sistema yra tokia:
dz(t) pb _
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Sios tiesinés sistemos charakteringoji lygtis
M —ab=0
turi dvi menamas Saknis Ay = —+vabi ir Ay = Vabi. Vadinasi ramybés taskas (g, %)

yra sistemos stabilusis centras. Tai taskas, kuriame nusistovi abiejy populiacijy individy
skaicius.



