
13 Tryliktoji paskaita. Aukos � pl
e²r	uno (Lotka � Voltera)matematinis modelis�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Aukos � pl
e²r	uno matematinis modelis.2. Modelio analiz
e.13.1 Aukos � pl
e²r	uno matematinis modelisGamtoje i�vairios populiacijos nuolatos s¡veikauja vienos su kitomis. Ne visada tokssamb	uvis yra taikus. Kad i²gyventu� tam tikra populiacija, reikalinga tinkama aplinka,pakankamas maisto kiekis ir pan.Nagrin
ekime dvieju� populiaciju� kov¡ d
el b	uvio apra²anti� vadinam¡ji� aukos � pl
e²r	unomodeli�. Sakykime, kad gamtoje egzistuoja dvi glaudºiai s¡veikaujan£ios populiacijos:aukos ir pl
e²r	unai. Pl
e²r	unai medºioja aukas. �iu� populiaciju� individu� skai£ius kintab
egant laikui, t. y. populiaciju� individu� skai£ius yra laiko funkcija. Paºym
ekime x(t)� auku�, o y(t) � pl
e²r	unu� skai£iu� laiko momentu t. Jei neb	utu� pl
e²r	unu�, tai auku�populiacija nuolatos did
etu�. Tuo tarpu pl
e²r	unu� populiacija neesant pakankamai auku�nyktu�. Laikome, kad auku� populiacijos augimo greitis kiekvienu laiko momentu priklausonuo auku� skai£iaus tuo laiko momentu (proporcingumo koe�cientas a > 0), o popu-liacija maº
eja grei£iu proporcingu (proporcingumo koe�cientas p > 0) auku� bei pl
e²r	unu�populiaciju� individu� skai£iu� sandaugai tuo laiko momentu. Tuomet auku� populiacijoskitim¡ apra²anti diferencialin
e lygtis yra:
dx(t)

dt
= ax(t)− px(t)y(t). (13.1)Kadangi neesant auku� pl
e²r	unu� populiacija prad
etu� badauti ir nykti, tai kiekvienu laikomomentu ²ios populiacijos maº
ejimo greitis yra proporcingas (proporcingumo koe�cientas

b > 0) populiacijos individu� skai£iui tuo laiko momentu. Ta£iau, kai yra auku�, popu-liacija auga grei£iu proporcingu (proporcingumo koe�cientas q > 0) auku� bei pl
e²r	unu�populiaciju� individu� skai£iu� sandaugai tuo laiko momentu. Pl
e²r	unu� populiacijos kitim¡apra²anti diferencialin
e lygtis yra:
dy(t)

dt
= −bx(t) + qx(t)y(t). (13.2)Kadangi ²ios dvi populiacijos s¡veikauja tarpusavyje, tai ju� samb	uvi� apra²o sudarytu�ju�diferencialiniu� lyg£iu� (13.1) ir (13.2) sistema:
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dx(t)

dt
= ax(t)− px(t)y(t),

dy(t)

dt
= −bx(t) + qx(t)y(t).

(13.3)Sudarytoji diferencialiniu� lyg£iu� sistema vadinama aukos � pl
e²r	uno matematiniu modeliuarba Lotka � Voltera modeliu. Pirmieji ²i� modeli� prad
ejo taikyti A. J. Lotka 1910 m.nagrin
edamas chemines reakcijas ir V. Voltera 1920 m. tirdamas ciklin¦ rykliu� populiacijoskait¡ Adrijos j	uroje. �is modelis taikomas ne tik biologijos, chemijos, bet ir ekonomikosteorijoje.



13.2 Aukos � pl
e²r	uno modelio kokybin
e analiz
eNe maºiau i�domus ²is modelis ir matematiniu poºi	uriu. Nustatykime sudarytosios siste-mos ramyb
es ta²kus ir nustatykime ju� r	u²i�. Ramyb
es ta²kai randami sprendºiant lyg£iu�sistem¡:
{

ax− pxy = 0,

−bx + qxy = 0.�ios sistemos sprendiniai yra ta²kai: (0, 0) ir ( b
q
, a

p
). Pirmojo ramyb
es ta²ko prasm
e yralabai ai²ki, t. y. jei abiejose populiacijose n
era individu�, tai populiacijos b
egant laikuinekinta. Antrasis ramyb
es ta²kas apib	udina situacij¡, kada nagrin
ejamos dvi populiacijospasiekia toki� individu� skai£iu�, kuris nekinta ilg¡ laiko tarp¡, t. y. tarp populiaciju� nusistoviilgalaik
e pusiausvyra.Nor
edami i²siai²kinti ²iu� dvieju� ramyb
es ta²ku� r	u²i�, turime atlikti sistemos (13.3)linearizacij¡:

(

a− py −px

qy −b+ qx

)Tirkime ramyb
es ta²k¡ (0, 0). Matrica ²iame ta²ke yra
(

a 0
0 −b

)

.Tuomet linearizuota sistema b	utu� uºra²oma taip:

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dx̃(t)

dt
= ax̃(t),

dỹ(t)

dt
= −bỹ(t).�ios sistemos charaketringoji lygtis yra:

(a− λ)(−b− λ) = 0,kurios ²aknys λ1 = a ir λ2 = −b yra realiosios ir skirtingu� ºenklu�. Tod
el ta²kas (0, 0) yrabalnas. Jis n
era stabilus ir nusako visi²k¡ abieju� populiaciju� i²nykim¡.Nagrin
ekime antr¡ji� ramyb
es ta²k¡ ( b
q
, a
p
). �iame ta²ke linearizacijos matrica uºra²omataip:

(

0 −
pb

q
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p
0

)

,t. y. linearizuota sistema yra tokia:

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dx̃(t)

dt
= −

pb

q
ỹ(t),

dỹ(t)

dt
=

qa

p
x̃(t).�ios tiesin
es sistemos charakteringoji lygtis

λ2
− ab = 0turi dvi menamas ²aknis λ1 = −

√

abi ir λ2 =
√

abi. Vadinasi ramyb
es ta²kas ( b
q
, a

p
)yra sistemos stabilusis centras. Tai ta²kas, kuriame nusistovi abieju� populiaciju� individu�skai£ius.


