1 skyrius

Rusiavimo algoritmai

1.1. Greitieji rusiavimo algoritmai

Ankstesniame poskyryje nagrinéjome paprastus rusiavimo algoritmus ir
parodéme, kad atliekamy operacijy skai¢ius yra proporcingas N2. Jie néra
efektyvus, nes rusiavimo algoritmy apatinis operacijy jvertis yra N log N.
Siame poskyryje susipazinsime su greitaisiais rusiavimo algoritmais, kuriy
sudétingumas yra artimas optimaliam.

1.1.1. Spartusis rusiavimo algoritmas

Sis algoritmas labai pladiai naudojamas daugelyje taikomuyjy programuy.
Parodysime, kad jo vidutinis sudétingumas yra O(N log V), o realizacija yra
paprasta ir nereikia papildomos atminties rusiuojamy elementy saugojimui.
Todeél jis ir vadinamas sparciuoju algoritmu (angl. quick sort).

Spartusis rusiavimo algoritmas yra sukonstruotas remiantis skaldyk ir
valdyk metodu. Paaiskinsime, kaip realizuojami trys pagrindiniai jo etapai.

Uzdavinio skaidymas. Visag rusiuojama aibe dalijame j du poaibius.
Tuo tikslu parenkame pagrinding elementa a; (angl. pivot), tada pirma-
jam poaibiui priskiriame elementus mazesnius uz a;, o antrajam poaibiui —
nemazesnius uz pagrindinj elementa.

Dalinio uzdavinio sprendimas. Jei poaibj sudaro vienas elementas, tai
jis jau surusiuota, priesingu atveju ir poaibj rusiuojame sparciuoju algorit-
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mu. Daznai rekursijg uzbaigiame anksc¢iau, pasirenkame nedidelj skaiciy M
ir jei poaibio elementy skai¢ius yra nedidesnis uz M, tai poaibj surtsiuojame
kuriuo nors paprastu algoritmu.

Viso uzdavinio sprendinio radimas. Kadangi visi pirmojo poaibio ele-
mentai yra mazesni uz antrojo poaibio elementus, tai iSsprende dalinius
uzdavinius mes surusiuojame ir visg aibe. Taigi Siame etape nereikia atlikti
jokiuy papildomy veiksmuy.
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Spartusis rusiavimo algoritmas

QuickSort (1, r)
begin
(1) if (1< (r-M)){
(2) Partition (1, r, k );
(3) QuickSort (1, k-1 );
(4) QuickSort ( k, 1)
} else

(5) if (1< r) SelectionSort ( 1, r );

end QuickSort

I

Paaiskinsime algoritme panaudotus zyméjimus. Funkcijos QuickSort ar-
gumentai [ ir r parodo, kad rusiuojama nuo Il-ojo iki r-ojo pradinio masyvo
elemento. Skaidymo proceduroje Partition aibe padaliname j du atskirtus
poaibius, pirmajam priklauso masyvo elementai nuo [l-ojo iki (k — 1)-o0jo, o
antrajam — nuo k-ojo iki r-ojo. Kai aibé yra nedidelé, jos elementus rtusiuo-
jame paprastu jterpimo algoritmu SelectionSort.

Beveik visi veiksmai yra atlickami vykdant aibés skaidyma j du poaibius,
todél reikia stengtis, kad Sios funkcijos realizavimas buty efektyvus. Pateik-
sime tokj algoritma.

Skaidymo algoritmas

Partition (1, r, i)
begin
(1) v = Pivot (I, r);
(2) i=L Jj=m
(3) while (i<j

(5) if (a<v)i=i+1;
(6) else j=j-1;
s

8) while (a;<v)i=1i+1;

9) while ((i<j)&&aj>v)j=j-1;

10) 3 (i==]) =i

11) else swap (a;,a;); i=i+1; j=j-1
¥

(12) if (i==1) i=itl;

end Partition

Proceduroje Pivot parenkame pagrindinj elementa.



4 1 SKYRIUS. RUSIAVIMO ALGORITMAI

1.1 pavyzdys. Skai¢iy masyvo rusiavimas. Sparciuoju algorit-
mu surusiuokime masyva F = (11, 10, 16, 8, 19, 37, 9, 22, 19, 11).

Pateiksime tik vieno rekursijos zingsnio analize. Pagrindiniu ele-
mentu pasirenkame pirmajj masyvo elementa v = 11. Pradinés indek-
sy reiksmés yra ¢ = 1, 7 = 10. Po 8 zZingsnio ciklo indekso i reiksmeé
nepasikeité ¢ = 1, nes a; = 11. Tada vykdydami 9 zingsnio cikla
surandame, kad a7y < 11, todél indekso j reiksmé sumazéjo iki j = 7.
Kadangi paieska is kairés ir desinés puses surado skirtingus elementus
(t.y. i # j), tai sukeiciame Siuos elementus vietomis

E = (9, 10, 16, 8, 19, 37, 11, 22, 19, 11)

ir perstumiame indeksus ¢ = 2, j = 6. Tada vél vykdome algoritmo
3 zingsnj. Dabar gauname, kad kritiniai elementai atitinka indeksus
1t =3, j = 4. Vel sukeic¢iame Siuos elementus vietomis

E = (9, 10, 8, 16, 19, 37, 11, 22, 19, 11)

ir perstumiame indeksus ¢ = 4, 7 = 3. Kadangi dabar ¢ > j, tai
masyvas jau surusiuotas pagrindinio elemento v = 11 atzvilgiu, pra-
dedant elementu a4 visi masyvo elementai a; > 11, kai j > 4. Gavome
du naujus uzdavinius — surtsiuoti masyvus

E; =(9,10,8), Egp=(16, 19, 37, 11, 22, 19, 11).

Algoritmo sudétingumo jvertinimas. Nagrinésime aibés A elementy
lyginimy skaiciy Ly. Uzdavinio skaidymo metu visus elementus palyginame
su pagrindiniu elementu. Todél bendras lyginimy skaic¢ius priklauso tik nuo
daliniy uzdaviniy apimties.

Analize pradékime nuo blogiausio atvejo, kada, pavyzdziui, pagrindiniu
elementu parenkame maziausia aibés elementa. Tada gauname tokj sarysj

LB(N) :LB(Nfl)JrN.

Tarsime, kad rekursija vykdome iki tol, kol N > 2:

Pritaike rekurentine lygybe N —2 kartus, apskaic¢iuojame elementy lyginimy
skaiciy
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Taigi blogiausiu atveju spartusis rusiavimo algoritmas yra toks pat létas,
kaip ir musy anksciau iSnagrinéti metodai. Ypac netikéta yra tai, kad tokj
bloga rezultata gauname, pavyzdziui, kai rusiuojame jau sutvarkyta aibe, o
pagrindiniu aibés elementu renkamés pirmajj elementa.

Dabar nagrinékime geriausiq atvejj, kai kiekviename zingsnyje pavyksta
aibe padalinti j dvi lygias dalis. Kad skai¢iavimo rezultatai buty paprastesni,
imkime N = 2. Tada gauname tokj sarysj, susiejantj elementy lyginimy
skaicius:

2Lg(2m 1) + 2™ kai m > 1,
Lg(2™) =
1, kai m=1.

Pritaike sia lygybe m — 1 karta, apskaic¢iuojame elementy lyginimy skaiciy

Lo(N)=2m+42.2m L4 92.9m=2 4 | gm=2. 924 om-1

N
= (m—1)2m +2m~! :NlogN—E.
Taigi geriausiu atveju sparciojo rusiavimo algoritmo skaic¢iavimy apimtis yra
optimali.

Spartusis rusiavimo algoritmas tapo tokiu populiariu todél, kad ir vidu-
tiniu atveju skaiciavimy apimtis nedaug skiriasi nuo geriausio atvejo. Jeigu
turime N elementy, tai viso gali buti N! skirtingy ju pasiskirstymy. Tarki-
me, kad jie visi yra vienodai tikétini. Skaiciuodami vidutinj elementy lygi-
nimy skaiciy, atsizvelgiame j tai, kad uzdavinio skaidymo etape atliekame
N —1 lyginima, o po to su vienoda tikimybe gali tekti rusiuoti N —1 skirtin-
gus dalinius poaibius, todél

Ly(N) = N+ o= ((Lv(1) + Ly(N = 1) + (Lv(2) + Ly (N ~2))

4ot (Ly(N = 1)+ Lv(l))) .
Sia lygtj galime suprastinti:
2
Lv(N) =N + m(LV(1) FLy(2) + ...+ Ly (N — 1)) .

Imdami N — 1 elementg turime lygtj

LV(N—l):N—1+%(Lv(l)+LV(2)+...+LV(N—2)).
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I8 8iy dviejy lygybiy gauname tiesine skirtumy lygtj
(N—1)Ly(N)=NLy(N—-1)+2(N —-1),
kurig galime uzrasyti ir simetrine forma:

Ly(N) Ly(N-1) 2

N N -1 N’

Uzrase tokias lygtis visoms NV reikSméms ir jas sudéje, bei atsizvelge i tai,
kad Ly (1) = 0, gauname lygybe

LV(N)—2(1+ L +1+1) 2
N \N N-1 "2 '

Nesunku jrodyti, kad harmoninés eilutés daliné suma tenkina nelygybe:

1 1
l+-+...+—<InN+1,
tgt o SN+

todeél
Ly(N)=2NInN + O(N).

Atsizvelge i lygybe
In N =0.693log N,

gauname sparciojo rusiavimo algoritmo vidutinj elementy lyginimy skaiciy
Ly(N)=1.386Nlog N + O(N),
kuris rodo, kad vidutinis atvejis yra tik 40 procenty blogesnis uz geriausia
atveji.
1.1.2. Medianos radimas sparciuoju algoritmu
Statistinéje analizéje daznai tenka spresti tokius uzdavinius
e iS duotosios skaiciy sekos iSrinkti mediana;
o rasti k-ajj maziausia skaiciy.

Pastebésime, kad medianos radimas yra bendresnio antrojo uzdavinio ats-

kiras atvejis, kai k = %
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Aisku, siuos uzdavinius lengvai iSsprendziame, kai jau turime surusiuota
aibe. Sukonstruosime kitg algoritma, kurio skaic¢iavimy apimtis daug mazes-
né uz rusiavimo algorimy kastus. Vel remsimés skaldyk ir valdyk metodu,
reikiamo elemento iSrinkimo algoritma sudarysime modifikuodami spartyji
rusiavimo algoritma.

Tarsime, kad ispildytos salygos | = 1 < k < r, apibréziancios pradines
masyvo indeksy reiksmes.

Sparciosios paieskos algoritmas

int QuickFind (1, r, k)

begin

(1) if (1==r) return (1);

(2) else {
(3) Partition (1, 1, j);
(4) if (k<j) QuickFind (1,j—1, k);
(5) else QuickFind ( j, r, k );

}
end QuickFind

Pastebésime, kad Sio algoritmo kiekviename cikle yra realizuojamas tik
vienas i$ dviejy galimy varijanty, todél faktiskai rekursija ¢ia nebutina.

Paieskos algoritmo sudétingumas tiriamas panasiai kaip ir sparciojo ru-
siavimo algoritmo sudétingumas. Todél apsiribosime tik geriausio atvejo
analize. Tada po kiekvieno dalijimo zingsnio dalinio uzdavinio elementy
skaic¢ius sumazeja dvigubai, todél gauname tokj elementy lyginimo skaiciy

N N
Lo(N) =N+ + -+ +4+1=2N+0(1).
Taigi naujasis medianos paieskos algoritmas % log N karty spartesnis uz rusi-
avimo algoritma.

1.1.3. Suliejimo rusiavimo algoritmas

Spartusis rusiavimo algoritmas yra labai efektyvus vidutiniu atveju,
ta¢iau blogiausiu atveju jo skai¢iavimo apimtis yra O(N?), t.y. jo greitis toks
pat kaip ir paprasty rusiavimo algoritmy. Siame poskyryje susipazinsime su
dar vienu greituoju algoritmu, kurio skaic¢iavimo apimtis net ir blogiausiu
atveju yra O(N log N).



8 1 SKYRIUS. RUSIAVIMO ALGORITMAI

Sis algoritmas remiasi pastebéjimu, kad galima efektyviai sujungti du
surusiuotus poaibius j viena surtsiuota aibe. Todél metodas ir vadinamas
suliejimo algoritmu (angl. merge sort). Pastebésime, kad ir suliejimo ru-
siavimo algoritmas yra sukonstruotas remiantis skaldyk ir valdyk metodu.
Taigi naudodami vieng bendra metoda galime gauti keletg skirtingy to pacio
uzdavinio sprendimo algoritmuy.

Paaiskinsime, kaip realizuojami trys pagrindiniai jo etapai.

Uzdavinio skaidymas. Visa riSiuojama aibe dalijame j du poaibius. Pir-
majam poaibiui priskiriame elementus nuo pirmojo iki viduriniojo, o antra-
jam poaibiui — visus likusius elementus. Taigi Siame etape nereikia atlikti
jokiy skaic¢iavimo veiksmy.

Dalinio uzdavinio sprendimas. Jei poaibj sudaro vienas elementas, tai
jis jau surtiSiuotas, priesingu atveju ir poaibj rusiuojame suliejimo algoritmu.
Daznai rekursija uzbaigiame ankscCiau, pasirenkame nedidelj skaic¢iy M ir
jei poaibio elementy skaiéius yra nedidesnis uz M, tai poaibj surtisiuojame
kuriuo nors paprastu algoritmu. Rekomenduojama imti M =~ 16.

Viso uzdavinio sprendinio radimas. Abiejy poaibiy elementai jau su-
rusiuoti. Imame pirmuosius poaibiy elementus ir juos palyginame, mazesnj
talpiname j surusiuota aibe. Tarkime Sis elementas priklausé pirmajam
poaibiui. Toliau procesa kartojame lygindami likusj elementa su sekanciu
pirmojo poaibio elementu.

Suliejimo rusiavimo algoritmas

MergeSort (1, r)
begin

(6) if (1< r) SelectionSort (1, r);
end MergeSort
Beveik visi veiksmai yra atliekami vykdant dviejy poaibiy sujungima j
vieng surtusiuoty aibe, todél reikia stengtis, kad Sios funkcijos realizavimas
buty efektyvus.
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1.2 pavyzdys. Skaiciy masyvo rusiavimas. Suliejimo algoritmu
surtsiuokime skaic¢iy masyva F = (11, 10, 16, 8,19,37, 9, 22, 19, 11).
Rusiavimo eiga pavaizduota 1.1 brézinyje.

11[10|16| 8 |19]|37]| 9 |22| 19|11

11|10|16| 8 |19] 37| 9 |22]|19| 11

11|10|16|| 8 [19]|37] 9 |22|| 19|11

10|11|16| | 8 |[19]] 9 |22|37(|11]|19

8 |10|11|16|19(| 9 |11]|19]|22|37

8|9 |10(11|11|16(19]|19]|22|37

1.1 pav. Skai¢iy masyvo rusiavimas suliejimo algoritmu, pilka spalva pavaizduotas
elementy rusiavimas isrinkimo algoritmu

Pateiksime suliejimo algoritma, kai duomenys saugomi masyve a. Rea-
lizuodami algoritma naudojame pagalbinj masyva b, o suliejimo proceduros
pabaigoje kopijuojame visus masyvo b elementus j pradinj masyva a (tai
atlieka procedura Copy). Jei papildomo masyvo isskirti negalime, tai duo-
menis patogu saugoti tiesiniame sarase.

Suliejimo algoritmas

Merge (1, m, r )
begin
(1) i=L j=mtl; k=1
(2) while (k<r){
3) if ((i<m)&&(j<r)){
(4) if (a;<a;)
(5) by =a;; it++; k++
(6) }else {
(7) br=ag J++ kb4
}
(8) else

(9) if (i<m)
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(10) while (k<r){
(11) bk = Qy; H-"H k++;
}
(12) else

(13) while (k<r){
(14) b =aj;  j++; k++;
}

}
(14) Copy (b, a, 1,1 );
end Merge

Algoritmo sudétingumo jvertinimas. Suliejimo rusiavimo algoritme
elementy lyginimy skaicius mazai priklauso nuo rusiuojamy duomeny pra-
dinio pasiskirstymo. Tarsime, kad dviejy surtsiuoty Nj ir Ny ilgio poaibiy
sujungimo metu atlieckame ¢(N7 + N2) elementy lyginimy. Kad analizé buty
paprastesné, imkime N = 2™. Tada gauname tokj sarysj, susiejantj ele-
menty lyginimy skaicius:

2L(3N) +cN, kai N > 2,
L(N) =
1, kai N=2.

Pritaike sig lygybe m — 1 karta, apskaic¢iuojame elementy lyginimy skaiciy

1 1 N
L(N) = 2L(§N) FeN = 4L<ZN> +2eN =+ = TL(2) + (m — 1)eN
=cNlogN + (0.5 —¢)N.

Taigi suliejimo rusiavimo algoritmo skai¢iavimy apimtis yra optimali ir blo-
giausiu atveju.

1.1.4. Piramidinis rusiavimo algoritmas

Siame poskyryje susipazinsime su dar vienu greituoju rusiavimo algorit-
mu, kuris naudoja vieng svarbig duomeny struktura — piramide. Pasinau-
dosime svarbia piramidés savybe, kad didziausias jos elementas yra medzio
saknyje.

HeapSort ()
begin
(1) MakeHeap ();
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(2) for (i=N;i>1;i=1i1){

(3) swap (a1, ai);

(4) HeapDownOrder (1, i-1);

end
1.3 pavyzdys. Skaiciy masyvo rusiavimas. Piramidés algo-

ritmu surtisiuosime ankstesniame pavyzdyje pateikta skai¢iy masyva.
Rusiavimo eiga pavaizduota 1.2 brézinyje.

1013718113 |22|14|25]| 8 | 12|28

37|28|25|13|22|14|18| 8 |12]10

10128125113 |22|14]|18| 8 [12|37

28122125|13|10(14|18] 8 | 12|37

12122125113|10]|14]18| 8 |28 |37

25(122|18|13|10|14|12| 8 |28 |37

| 8 |22|18|13|10|14|12|25|28|37|

22|13|18]| 8 |10|14|12]|25]|28 |37

12113]18] 8 |10]|14]22]|25|28 |37

|18|13|14| 8 |10|12|22|25|28|37|
b)

1.2 pav. Skai¢iy masyvo rusiavimas piramidés algoritmu: a) pradinis masyvas ir
suformuota piramidé, b) pirmieji keturi rusiavimo zingsniai, elementai az, ag, ag, a1g
jau surusiuoti
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Algoritmo sudétingumo jvertinimas. Jau jvertinome aibés elementy
pertvarkymo j piramide skai¢iavimo apimtj. Atlikdami (2) ciklo visus zings-
nius blogiausiu atveju papildomai 2N log N karty lyginsime elementus ir
Nlog N karty juos sukeisime vietomis, todél pirmadés rusiavimo algoritmo
sudétingumas yra

L(N)=3NlogN, S(N)= ;NlogN.

Taigi sudaréme dar viena greitojo rusiavimo algoritma.
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—Ye .

1.2. Specialieji rusiavimo algoritmai

Siame poskyryje susipazinsime su specialiaisiais rusiavimo algoritmais,
kurie yra greitesni uz bendruosius algoritmus, kadangi naudojamés papil-
doma informacija apie aibés elementus arba uzdavinys tenkina papildomus
apribojimus.

1.2.1. Sveiky skaiciy rusiavimas

Reikia surusiuoti masyva A ir zinome, kad jo elementy raktai yra sveiki
skaiciai 1,2,..., N, tik pasiskirste bet kokia tvarka. Jeigu galime naudoti
papildomg masyva B, tai sudarome tokj paprastg ir ekonomisks algoritma.

Sveiky skaiciy rusiavimo algoritmas 1

(1) for (i=1;i< N;it++)
(2) bai.key = Qj;
(3) for (i=1;i < N;it++ ) a; = b;;

Jei papildomo masyvo naudoti negalime, tai modifikuojame algoritma 1.

Sveiky skaiciy rusiavimo algoritmas 2

(1) for (i=1;i < N;it++)
(2) while (aj.key<>1i)
(3) swap ( Ay Qq; key )5

Tokio algoritmo vykdymo metu reikés atlikti maziau nei N elementy
sukeitimy vietomis.

1.2.2. Radix rusiavimo algoritmas

Tarkime, kad turime A aibe, kurios elementy raktai yra sveiki k—zenkliai
skaiciai:
0 < aj.key < 10F+1,
taciau nebutinai visi Sio intevalo skaiciai yra panaudoti.

Risiavimo algoritme pasinaudojame desimtainés aritmetikos taisyklémis.
Pirmiausia visus elementus suskirstome j desimt poaibiy pagal paskutinj
rakto skaitmenj (vienety pozicija). Po to visus poaibius ju eiliskumo tvarka
sujungiame j viena aibe. Gautaja aibe vél skirstome j desimt poaibiy pagal
priespaskutinj rakto skaitmenj (desiméiy pozicija). Sj procesa kartojame k
karty.
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1.4 pavyzdys. Sveikujuy skaiciy masyvo rusiavimas Radix al-
goritmu. Surtsiuosime dvejetainiy sveikyjy skai¢iy masyva

A= (73,29, 92, 14, 74, 45, 54, 18, 3, 97, 9, 61, 11, 63, 35, 37).

Aibe suskirstome j desimt poaibiy pagal paskutinj rakto skaitmenj

=)

© 00 N O Uk W N =

61, 11,
92
73, 3, 63,
14, 74, 54,
45, 35,

97, 37,
18,
29, 9.

Visus poaibius ju eiliskumo tvarka sujungiame j viena aibe

A= (61, 11, 92, 73, 3, 63, 14, 74, 54, 45, 35, 97, 37, 18, 29, 9).

Gautaja aibe vél skirstome j desimt poaibiy pagal pirmajj rakto skait-

menj

© 0 O Ok W N = O

03, 09,
11, 14, 18,
29,

35, 37,
45,

54,

61, 63,

73, 74,

92, 97.

Sujunge poaibius, gauname suruiSiuotg elementy aibe

A= (3,9, 11, 14, 18, 29, 35, 37, 45, 54, 61, 63, 73, 74, 92, 97).
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Algoritmo teisingumo analizé. Irodysime, kad jvykdzius Radix algo-
ritma gauname teisingai surtsiuota aibe. Uztenka iSnagrinéti dvizenkliy
skaiciy atvejj, o bendrojo atvejo teisingumas jrodomas indukcijos metodu.
Imkime du skaicius:

X=10a+b, Y=10c+d, 0<a,bc,d<9.

Nelygybé X <Y yra teisinga, jei

1)a<c,

2)a=c b<d.
Jai a < ¢, tai antrajame Radix rusiavimo algoritmo zingsnyje X patenka
i poaibj su mazesniu numeriu nei Y. Antruoju atveju pirmajame Radix
rusiavimo algoritmo zingsnyje X pateko i poaibj su mazesniu numeriu nei
Y. Po antrojo zingsnio abu elementai pateks j ta patj poaibj, bet X bus
itrauktas anksciau. Taigi abiem atvejais elementai bus teisingai surusiuoti.

Algoritmo sudétingumo analizé. [vertinsime, kiek baziniy veiksmy reikia
atlikti rusiuojant N elementy. Kiekviename Radix algoritmo zZingsnyje tokiy
veiksmy yra N, o zingsniy skaiéius yra k = lg N, todél algoritmo apimtis
yra Nlg N.

Radix rusiavimo algoritma ypac patogu realizuoti panaudojant eilés duomeny
struktura. Tai leidzia esminiai sumazinti elementy palyginimy ir kopijavimy
skaiciy.

1.2.3. ISorinio rusiavimo uzdavinys

Siame poskyryje nagrinésime riisiavimo algoritmus, kai duomeny yra
tiek daug, kad jie visi netelpa operatyviojoje kompiuterio atmintyje ir juos
saugome talpesnéje, bet létesnéje isSorinéje atmintyje, pvz. tiesioginés kreip-
ties failuose. Tada léc¢iausia operacija yra duomeny perrasymas is sparciosios
atminties j iSoring atmint] ir atvirkscéiai. Todél svarbiausia yra minimizuoti
tokiy veiksmy apimtj.

Toks uzdavinys yra vadinamas isoriniu rusiavimu. Ankstesniuose poskyri-
uose isSnagrinéjome vidinio rusiavimo algoritmus.

Pateiksime suliejimo algoritmo modifikacija, pritaikyta iSorinio rusiav-
imo uzdavinio sprendimui. Tarkime, kad operatyviojoje atmintyje telpa M
elementy.

o IS failo F' skaitome M dydzio duomeny blokus, juos rusiuojame kokiu
nors greituoju vidinio rusiavimo algoritmu ir paeiliui uzrasome j failus
F'1, F2. Paskutinio bloko ilgis gali buti ir mazesnis uz M.
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e Suliejimo algoritmu sujungiame M ilgio blokus is faily F'1, F'2, gau-
tuosius 2M ilgio blokus jrasome paeiliui j failus F3, F'4. Algoritma
kartojame tol, kol gauname surusiuota N ilgio bloka, uzrasyta vien-
ame is faily.

ISorinio rusiavimo algoritmas

(1) FILES F,F1, F2, F3, F4;

(2) reset (F), rewrite(F1), rewrite(F2), i=0;
(3) while ( nonempty (F) ) {

J =read (F, M);

MergeSort (1, J);

if (i==0) write (F1, J);
else write (F2, J);

4
5
6
7
8) it+; i=1%2

NN N N
N — — — ~—

}
9) J=M;
(10) FR1=F1, FR2=TF2, FWl=F3, FW2=F4
(11) while (J<N) {
(12) reset (FR1), reset (FR2), rewrite(FW1), rewrite(FW2);
(13) Merge (J, FR1, FR2, FW1, FW2);
(14) J=J+J;
(15) FT1=FWI1, FT2=FW2;
(16) FW1 = FR1, FW2 =FR2, FRl=FTl, FR2=FT2

Pateiksime ir suliejimo algoritma.
Suliejimo algoritmas

Merge ( J, FR1, FR2, FW1, FW2 )
begin
(1) i=0; FW =FWI;
(2) finl =1; fin2 =1,
(3) while (finl + fin2 >0) {
(4) if (finl >0)
(5) if ( nonempty(FR1)) a = read (FR1);
(6) else finl = 0;
(7) if (fin2>0)
(8) if ( nonempty(FR2)) b = read (FR2);
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(9) else fin2 = 0;
(10) if (finl 4+ fin2 >0) {

(11) it++;

(12) if (finl 4 fin2 ==2)
(13) if (a<b) write (a, FW);
(14) else write (b, FW);

(15) else
(16) if (finl >0 ) write (a, FW);
(17) else write (b, FW);

}
(18) if (i==(2*J)){

(19) if (FW ==FW1 ) FW = FW2;
(20) else FW =FWI;

(21) i=0;

}
¥
end Merge

1.5 pavyzdys. Skaiciy masyvo rusiavimas suliejimo algoritmu.
Faile F' uzrasytas skai¢iy masyvas, kurio ilgis N = 29:

(4,5,2,8,4,1,7,9,2,3,0,3,8,6,2,4,9,3,9,5,0, 4,6, 2, 5,3, 5, 1, 0).

Imkime M = 3, tada masyvo rusiavimo eiga yra tokia:

M=3:
F1=(2,4,5[2,7,9|2,6,8]0,5,9]|3,5,5)
F2=(1,4,81]0,3,3|3,4,9(2,4,6]|0,1)
M=6:
F3=1(1,2,4,4,58]2,3,4,6,8,9]0,1,3,5,5)
F4=(0,2,3,3,7,9]0,2,4,5,6,9)

M=12:
F1=(0,1,2,2,3,3,4,4,5,7,8,9]0,1,3,5,5)
F2=(0,2,2,3,4,4,5,6,6,8,9,9)
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M =24:
F3=(0,0,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,6,6,7,8,8,9,9,9)
F4=(0,1,3,5,5)

M =48 :

F1=(0,0,0,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5, 5,6, 6,

7,8,8,9,9,9)

Algoritmo sudétingumo jvertinimas. Tegul N = rM. Analizé bus
paprastesné, jei imsime r = 2, tada viso jvykdysime k sujungimo etapiy.
Pirmiausia rusiuojame M ilgio poaibius, viena poaibj sutvarkome atlikdami
cM log M veiksmy. Viso tokiy poaibiy yra r, todél siame algoritmo zingsnyje
atliekame cN log M veiksmuy.

Vykdydami apjungimo Zingsnius, jungiame 5 poras M ilgio poaibiy, 7
poras 2M ilgio poaibiy ir t.t. Apjungdami [ ilgio poaibius, atliekame nedau-
giau kaip 2! — 1 elementy sulyginimo veiksmus, todél didziausias lyginimy
skaicius yra

r r r N
ToM -1+ Z(AM -1+ ...+ —(2*M —1) < krM = N1 (7)
2( )+4( )+ +2k( ) < kr og (37

Taigi iSorinio rusiavimo algoritmo veiksmuy skaic¢ius yra nedidesnis uz

N
N(clogM + log (M)) .

Ivertinsime, kiek karty duomenys perrasomi is faily j greitaja operatyvine
kompiuterio atmintj. Priminsime, kad kaip tik Sios operacijos vykdymas ir
sudaro iSorinio rusiavimo algoritmo didziaja kasty dalj. Kiekvieno etapo
metu nuskaitomi ir jrasomi visi N elementai, bendras etapy skaicius yra
k + 1, todél viso atlieckame NV log (%) duomeny skaitymo veiksmy.



